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Комплексные числа
Определение.Комплексные числа—это числа вида 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦, где 𝑥 и 𝑦—действитель-
ные, а 𝑖—мнимая единица, т.е. число, квадрат которого равен−1. Числа 𝑥, 𝑦 называются
соответственно действительной и мнимой частью. комплексного числа 𝑧 и обозначают-
ся 𝑥 = Re 𝑧, 𝑦 = Im 𝑧. Сопряжённым числом к 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 называют 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦. Модулем
числа 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 называют число |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2. Множество всех комплексных чисел
обозначается ℂ.

1. Докажите, что
(a) 𝑧 + 𝑤 = 𝑧 + 𝑤; 𝑧 ⋅ 𝑤 = 𝑧 ⋅ 𝑤; 𝑧/𝑤 = 𝑧/𝑤; 𝑧 = 𝑧;
(b) |𝑧|2 = 𝑧𝑧; Re 𝑧 = 𝑧+𝑧

2
; Im 𝑧 = 𝑧−𝑧

2𝑖
.

2. Вычислите значение выражения:
(a) (3−𝑖)(1−4𝑖)

2−𝑖
;

(b) (1 + 𝑖)4𝑛, при всех натуральных 𝑛.

Тригонометрическая форма. Для любого комплексного числа 𝑧 ≠ 0 справедливо ра-
венство 𝑧 = |𝑧|(cos𝜙 + 𝑖 sin𝜙), где |𝑧| и 𝜙— соответственно модуль и аргумент числа 𝑧.

3. Докажите, что при умножении (делении) двух комплексных чисел их аргументы
складываются (вычитаются), а модули перемножаются (делятся). Выведите отсюда
формулу Муавра:

(𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑))𝑛 = 𝑟𝑛(cos𝑛𝜑 + 𝑖 sin𝑛𝜑).

4. Используя формулу Муавра, вычислите ( 1+𝑖
1−𝑖√3

)
𝑛
, при всех целых 𝑛.

5. Вычислите суммы:
(a) cos𝜑 +⋯+ cos𝑛𝜑;
(b) 𝐶0

𝑛 − 𝐶2
𝑛 + 𝐶4

𝑛 − … ;
(c) 𝐶0

𝑛 + 𝐶4
𝑛 + 𝐶8

𝑛 + … .

6. Комплексные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 имеют модуль 1. Найдите ||
𝑎+𝑏+𝑐

𝑎𝑏+𝑏𝑐+𝑎𝑐
||.

7. Даны комплексные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐. Докажите, что Re (𝑎 − 𝑐)(𝑐 − 𝑏) ⩾ 0 тогда и только
тогда, когда |𝑐 − 𝑎+𝑏

2
| ⩽ 1

2
|𝑎 − 𝑏|.

8. Пусть 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛—точкикомплекснойплоскостив вершинах выпуклого𝑛-угольника.
Точка 𝑧 такова, что

1
𝑧 − 𝑧1

+ 1
𝑧 − 𝑧2

+ … + 1
𝑧 − 𝑧𝑛

= 0.

Докажите, что точка 𝑧 лежит внутри этого 𝑛-угольника.



9. В трехмерном пространстве построили плоскость𝑂𝑥𝑦 и куб так, что𝑂 является вер-
шиной куба. Будем рассматривать ребра куба, выходящие из точки 𝑂, как векторы
направленные от точки 𝑂. Ортогонально спроецируем три получившихся вектора
на плоскость 𝑂𝑥𝑦 и сопоставим им комплексные числа (точке на плоскости с коор-
динатами (𝑥, 𝑦) естественно сопоставляется комплексное число 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦) 𝑎, 𝑏, 𝑐.
Докажите, что 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 0.


