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Квадратичный закон взаимности.
Два способа доказательства.

God does arithmetic.

Carl Friedrich Gauss

1. Старая задача. Рассмотрев 2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ … ⋅ (𝑝 − 1) докажите, что ( 2
𝑝
) = (−1)

𝑝2−1
8 .

2. Пусть 𝑝—нечётное простое число, 𝑡 = 𝑝−1
2
, 0 < 𝑥 ⩽ 𝑡 и (𝑎, 𝑝) = 1. Докажите, что

(a) 𝑎𝑥 ≡ (−1)[
2𝑎𝑥
𝑝 ] ⋅ 𝑟𝑥 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), где 0 < 𝑟𝑥 ⩽ 𝑡; (b) ( 𝑎

𝑝
) = (−1)∑

𝑡
𝑥=1[

2𝑎𝑥
𝑝 ].

Теперь будем считать, что 𝑎—нечётное число. Докажите, что

(c) ( 2𝑎
𝑝
) = ( (𝑎+𝑝)/2

𝑝
); (d) ( 2

𝑝
) ( 𝑎

𝑝
) = (−1)

𝑝2−1
8 +∑𝑡

𝑥=1[
𝑎𝑥
𝑝 ]; (e) ( 𝑎

𝑝
) = (−1)∑

𝑡
𝑥=1[

𝑎𝑥
𝑝 ].

3. Квадратичный закон взаимности Гаусса.
Пусть 𝑝 и 𝑞— два простых нечётных числа. Докажите, что

(𝑝𝑞 ) (
𝑞
𝑝) = (−1)

(𝑝−1)(𝑞−1)
4 .

4. Доказательство Руссо квадратичный закон взаимности Гаусса.
Пусть 𝑝 и 𝑞— два простых нечётных числа.
Пустьℤ∗𝑝𝑞—множество остатковпомодулю𝑝𝑞 взаимнопростых с𝑝и 𝑞. Рассмотрим
три подмножества ℤ∗𝑝𝑞:

𝐴 = {𝑎 ∈ ℤ∗𝑝𝑞|𝑎 ≡ 1, 2, … , 𝑝 − 1
2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), 𝑎 ≡ 1, 2, … , 𝑞 − 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞)};

𝐵 = {𝑏 ∈ ℤ∗𝑝𝑞|𝑏 ≡ 1, 2, … , 𝑝 − 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), 𝑏 ≡ 1, 2, … , 𝑞 − 1
2 (𝑚𝑜𝑑 𝑞)};

𝐶 = {𝑐 ∈ ℤ∗𝑝𝑞|𝑐 ≡ 1, 2, … , 𝑝𝑞 − 1
2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)}.

(a) Докажите, что произведение всех элементов в каждом из подмножеств даёт ±1
по модулям 𝑝 и 𝑞.
(b) Поймите, как отличаются «знаки» у множеств𝐴 и 𝐵 (надо найти отличие двумя
способами: напрямую и используя множество 𝐶). Выведите из этого квадратичный
закон.


