
[Московская осенняя школа, 9 класс]

[2020–2021] группа: 9-1 3 декабря 2020 г.

Неравенство Мюрхеда

Определение.Пустьданыдва упорядоченныхпоневозрастаниюнаборацелыхнеотрицательных
чисел 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) и 𝛽 = (𝛽1, … , 𝛽𝑛) с равными суммами. Говорят, что набор 𝛼 мажорирует
набор 𝛽 (обозначение 𝛼 ≻ 𝛽), если для любого 𝑘 (1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛)

𝑘
∑
𝑖=1

𝛼𝑖 ⩾
𝑘
∑
𝑖=1

𝛽𝑖 .

(Поскольку суммы в наборах равны, то при 𝑘 = 𝑛 в этом неравенстве должно достигаться равен-
ство.)

Определение. Пусть 𝛼 ≻ 𝛽. Наборы 𝛼 и 𝛽 назовем смежными, если в наборе (𝛼1 − 𝛽1, … , 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)
ровно одна компонента равна 1, ровно одна компонента равна -1, а остальные компонентыравны
0.

Определение. Пусть дан набор целых неотрицательных чисел 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛). Тогда орбитой
одночлена 𝑥𝛼11 …𝑥𝛼1𝑛 называется однородный симметрический многочлен

𝑇𝛼(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∑
𝜍∈𝑆𝑛

𝑥𝛼1𝜍1 …𝑥
𝛼𝑛
𝜍𝑛 .

Неравенство Мюрхеда. Пусть 𝛼 ≻ 𝛽. Тогда для любых положительных чисел 𝑥1, … , 𝑥𝑛

𝑇𝛼(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⩾ 𝑇𝛽(𝑥1, … , 𝑥𝑛).

1. Докажите неравенство Мюрхеда

(a) при условии, что наборы 𝛼 и 𝛽 смежны;

(b) в общем случае.

(c) В каких случаях в неравенстве Мюрхеда достигается равенство?

2. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

4 ⩾ 3
√

𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑑 + 𝑎𝑐𝑑 + 𝑏𝑐𝑑
4 .

3. Для положительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

(𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑧)(𝑦 + 𝑧) + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 3(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3).

4. Пусть сумма положительных чисел 𝑡1, … , 𝑡𝑛 равна 𝑇. Докажите, что

𝑡1
𝑇 − 𝑡1

+ … + 𝑡𝑛
𝑇 − 𝑡𝑛

⩾ 𝑛
𝑛 − 1 .



5. Положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 таковы, что 𝑎+𝑏+𝑐 = 𝑎𝑏+𝑎𝑐+𝑏𝑐. Докажите, что 𝑎+𝑏+𝑐+1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

6. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0; 1]. Докажите, что

3(𝑥2𝑦2 + 𝑥2𝑧2 + 𝑦2𝑧2) − 2𝑥𝑦𝑧(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) ⩽ 3.


