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Симметрические многочлены

Определение.Многочлен от 𝑛 переменных называется симметрическим, если он не меняется
при любых перестановках переменных.

Определение. Каждому одночлену 𝑎𝑥𝛼11 𝑥𝛼22 …𝑥𝛼𝑛𝑛 симметрического многочлена 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) сопо-
ставим набор (𝛼1, … , 𝛼𝑛) и упорядочим эти наборы лексикографически. Одночлен, которому сопо-
ставлен лексикографически наибольший набор, называется старшим.

Определение.Многочлен
𝜎𝑘 = ∑

1⩽𝑖1<…<𝑖𝑘⩽𝑛
𝑥𝑖1 …𝑥𝑖𝑘

называется элементарным симметрическиммногочленом.

Основная теорема о симметрических многочленах. Всякий симметрический многочлен един-
ственным образом представляется в виде многочлена от элементарных симметрических много-
членов.

1. Представьте многочлен 𝑥31+…+𝑥3𝑛 в виде многочлена от элементарных симметрических мно-
гочленов 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3.

2. (a) Докажите, что старший одночлен произведения двух многочленов равен произведению
старших одночленов сомножителей.

(b) Докажите, что для всякого одночлена𝑀 = 𝑥𝛼11 𝑥𝛼22 …𝑥𝛼𝑛𝑛 , где 𝛼1 ⩾ 𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛, существует
единственный набор неотрицательных целых числа (𝛽1, … , 𝛽𝑛) такой, что старший член мно-
гочлена 𝜎𝛽11 …𝜎𝛽𝑛𝑛 совпадает с𝑀.

(c) Докажите основную теорему о симметрических многочленах.

3. Докажите, что произведение всех чисел ±√1 ± √2 ± … ± √10 является

(a) целым числом;

(b) точным квадратом.

4. Многочлен называется кососимметрическим, если он меняет знак при перестановке любых
двух переменных. Докажите, что всякий кососимметрическиймногочkенможно представить
в виде произведения симметрического многочлена на определитель Вандермонда

𝑉(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∏
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).

5. Положительные числа 𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑞 таковы, что 𝑎1 +…+𝑎𝑛 = 3𝑞, 𝑎21 +…𝑎2𝑛 = 3𝑞2 и 𝑎31 +…+𝑎3𝑛 >
3𝑞3 + 𝑞. Докажите, что какие-либо два из чисел 𝑎1, … , 𝑎𝑛 отличаются больше, чем на 1.

6. Каждые два из действительных чисел 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 отличаются не менее чем на 1. Оказа-
лось, что для некоторого действительного 𝑘 выполнены равенства 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 = 2𝑘
и 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 = 2𝑘2. Докажите, что 𝑘2 ⩾ 25

3
.


