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Тренировка III. Неравенства.
1. Докажите, что для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 выполнено неравенство

√
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𝑐 + 𝑑
𝑎 +√

𝑑 + 𝑎
𝑏 ⩾ 4√2

Решение.
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2. (ДробноеКБШилинеравенствоСедракяна.)Дляположительныхчисел𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛
и 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 докажите неравенство:

𝑎21
𝑏1

+ 𝑎22
𝑏2

+⋯+ 𝑎2𝑛
𝑏𝑛

⩾ (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛)2
𝑏1 + 𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛

.

Решение. Применим КБШ к наборам ( 𝑎1
√𝑏1

, … , 𝑎𝑛
√𝑏𝑛

) и (√𝑏1, … ,√𝑏𝑛), а затем разделим
на 𝑏1 +⋯+ 𝑏𝑛

3. Положительные 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥𝑦𝑧. Найдите минимум 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.

Решение. Применим КБШ к наборам (√
1
𝑥𝑦
,√

1
𝑦𝑧
,√

1
𝑧𝑥
) и (√𝑥𝑦,√𝑦𝑧,√𝑧𝑥 )

( 1𝑥𝑦 +
1
𝑦𝑧 +

1
𝑧𝑥 )(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) ⩾ 9

4. Сумма трёх положительных чисел равна 6. Докажите, что сумма их квадратов не
меньше 12.

Решение. По неравенству между средним арифметическим и средним кфадратиче-
ским имеем

2 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧
3 ⩽√

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
3

5. Числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 удовлетворяют условию 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≠ 0. Докажите, что:
1

𝑎2 + 𝑏2 + 4𝑐2 +
1

𝑎2 + 4𝑏2 + 𝑐2 +
1

4𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩽
9

2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

Решение. По неравенству Седракяна
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6. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство:

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩽ 1

𝑎3 +
1
𝑏3 +

1
𝑐3 +

1
𝑑3 .

Решение. По неравенству между средним арифметическим и средним геометриче-
ским 1

𝑎3 +
1
𝑏3 +

1
𝑐3 ⩾

3
𝑎𝑏𝑐

7. Докажите, что для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 таких, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, выполнено
неравенство

1
1 − 𝑎 + 1

1 − 𝑏 +
1

1 − 𝑐 ⩾
2

1 + 𝑎 + 2
1 + 𝑏 +

2
1 + 𝑐 .

Решение. По неравенству Седракяна

1
1 − 𝑎 + 1

1 − 𝑏 ⩾ 4
2 − 𝑎 − 𝑏 = 4

1 + 𝑐

8. Положительные числа 𝑎 и 𝑏 удовлетворяют условию 𝑎𝑏 ⩾ 1. Докажите, что

(𝑎 + 2𝑏 + 2
𝑎 + 1) (𝑏 + 2𝑎 + 2

𝑏 + 1) ⩾ 16.

Решение. Применим КБШ к наборам (√𝑎,√𝑏,√𝑏,√
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) и (√𝑎,√𝑏,√𝑎,√
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2

Докажем, что
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4 + (√𝑎 + √𝑏)2
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⩾

⩾ 4
4

√
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