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Вас это не касается!
Сначала в треугольнике
В этом разделе листка используются следующие обозначения:𝐴𝐵𝐶—произвольный тре-
угольник (за исключением задачи 2), 𝜔— его вписанная окружность, 𝜔𝑎, 𝜔𝑏, 𝜔𝑐 — внев-
писанные окружности, касающиеся сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 соответственно. Точки касания
вписанной окружности 𝜔 со сторонами треугольника 𝐴𝐵𝐶 обозначим через 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1, а
точки касания вневписанных окружностей со сторонами 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵—через 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2
соответственно.

1. Пусть 𝑎 = 𝐵𝐶 и 𝑝—полупериметр треугольника 𝐴𝐵𝐶.

(a) Докажите, что 𝐴𝐵1 = 𝑝 − 𝑎.

(b) Докажите, что 𝐵𝐶2 = 𝑝 − 𝑎.

Рис. 1:

Полезная картинка: синие отрезки в треугольнике𝐴𝐵𝐶 равны. В частности, отсю-
да следует, что точки 𝐴1 и 𝐴2, 𝐵1 и 𝐵2, 𝐶1 и 𝐶2 симметричны относительно середин
соответствующих сторон.

2. Пусть треугольник 𝐴𝐵𝐶 — прямоугольный с прямым углом при вершине 𝐶, и 𝑎 =
𝐵𝐶, 𝑏 = 𝐶𝐴, 𝑐 = 𝐴𝐵— его стороны.

(a) Вычислите радиусы вписанной и вневписанных окружностей 𝜔, 𝜔𝑎, 𝜔𝑏, 𝜔𝑐 тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶.



(b) Пусть 𝐶𝐻 — высота треугольника 𝐴𝐵𝐶, опущенная на гипотенузу 𝐴𝐵. Обозна-
чимчерез𝐿1 и𝐿2 основания биссектрис углов∠𝐴𝐶𝐻 и∠𝐵𝐶𝐻. Докажите, что отрезок
𝐿1𝐿2 равен диаметру вписанной окружности 𝜔.

3. Докажите, что окружности, вписанные в треугольники 𝐴𝐴1𝐵 и 𝐴𝐴1𝐶, касаются.

4. На стороне 𝐵𝐶 отмечена произвольная точка 𝐷. В треугольники 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐶𝐷 вписа-
ны окружности. Докажите, что общая внутренняя касательная к этим окружностям,
отличная от𝐴𝐷, проходит черезфиксированнуюточку, не зависящуюотположения
точки 𝐷.

Потом в четырехугольнике
В задачах этой части листка 𝐴𝐵𝐶𝐷— это четырехугольник с непараллельными сторона-
ми. Точка пересечения лучей 𝐴𝐵 и 𝐷𝐶 обозначена через 𝑃, а точка пересечения лучей 𝐵𝐶
и 𝐴𝐷— через 𝑄.

5. Докажите, что если в четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 можно вписать окружность, то

(a) 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷, (b) 𝑃𝐶 + 𝐴𝑄 = 𝑄𝐶 + 𝐴𝑃, (c) 𝑃𝐷 + 𝐷𝑄 = 𝑃𝐵 + 𝐵𝑄.

6. Докажите обратные утверждения.

7. В четырехугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 провели диагональ 𝐴𝐶. Докажите, что в четырехуголь-
ник𝐴𝐵𝐶𝐷 можно вписать окружность тогда и только тогда, когда окружности, впи-
санные в треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶, касаются.

8. Через точки 𝑃 и 𝑄 проведены лучи, делящие четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 на девять ма-
леньких четырехугольников. Выберем три из них, по одному в каждой строке и в
каждом столбце. Докажите, что если эти четырехугольники описанные, то и четы-
рехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 описанный (см. рис. 2).
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