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Плоский аналог задачи
1. Докажите, что плоскость, проходящая через проекции вершины 𝐴 тетраэдра 𝐴𝐵𝐶𝐷

на биссекторные плоскости двугранных углов при ребрах 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐵, параллельна
плоскости 𝐵𝐶𝐷.

2. Внутри тетраэдра отметили произвольную точку 𝑋 . Через каждую вершину тетра-
эдра провели прямую, параллельную отрезку, соединяющему точку 𝑋 с точкой пе-
ресечения медиан противоположной грани. Докажите, что четыре такие прямые
пересекаются в одной точке.

3. В пространстве даны три отрезка 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 и 𝐶1𝐶2, не лежащие в одной плоскости
и пересекающиеся в одной точке 𝑃. Обозначим через𝑂𝑖𝑗𝑘 центр сферы, проходящей
через точки𝐴𝑖,𝐵𝑗 ,𝐶𝑘 и𝑃. Докажите, чтопрямые𝑂111𝑂222,𝑂112𝑂221,𝑂121𝑂212 и𝑂211𝑂122
пересекаются в одной точке.

4. Треугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶 с основанием𝐴𝐵𝐶—правильная. На её ребрах 𝑆𝐴, 𝑆𝐵,
𝑆𝐶 отмечены точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно таким образом, что плоскости 𝐴𝐵𝐶 и
𝐴1𝐵1𝐶1 параллельны. Точка𝑂—центр описанной сферы тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶1. Докажи-
те, что 𝑆𝑂 ⟂ 𝐴1𝐵1𝐶.

5. Высоты 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 тетраэдра пересекаются в одной точке 𝐻. Докажите, что
точки 𝐻, 𝐴1, и три точки, делящие отрезки 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 в отношении 2 ∶ 1, считая
от вершин, лежат на одной сфере.

6. Сфера с центром в плоскости основания 𝐴𝐵𝐶 тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶 проходит через вер-
шины 𝐴, 𝐵 и 𝐶 и вторично пересекает ребра 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответ-
ственно. Плоскости, касающиеся сферы в точках𝐴1, 𝐵1 и𝐶1, пересекаются в точке𝑂.
Докажите, что точка 𝑂—центр сферы, описанной около тетраэдра 𝑆𝐴1𝐵1𝐶1.

7. На сфере 𝜔1 отмечена фиксированная точка𝐴, а на сфере 𝜔2—фиксированная точ-
ка 𝐵. На сфере 𝜔1 выбирается переменная точка 𝑋 , а на сфере 𝜔2 — переменная
точка 𝑌 так, что 𝐴𝑋 ∥ 𝐵𝑌 . Докажите, что середины всех построенных таким обра-
зом отрезков 𝑋𝑌 лежат на одной сфере.


