
10-1 Ïî ìîòèâàì ïðîøåäøèõ îëèìïèàä 13 ìàÿ 2021

1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ ìîæíî âûáðàòü íà ïëîñêîñòè òàê,

÷òîáû ñðåäè ëþáûõ 15 èç íèõ êàêèå-òî äâå ïåðåñåêàëèñü ïîä óãëîì 60◦?

2. Åñòü êîëîäà èç 1024 êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàí íàáîð

ðàçëè÷íûõ öèôð îò 0 äî 9, ïðè÷¼ì âñå íàáîðû ðàçëè÷íû (â ÷àñòíîñòè, åñòü

è ïóñòàÿ êàðòî÷êà). Íàçîâ¼ì íàáîð êàðòî÷åê ïîëíûì, åñëè íà íèõ êàæäàÿ

öèôðà îò 0 äî 9 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî ðàçó. Ïðè êàêèõ k ñóùåñòâóåò íàáîð

èç k êàðòî÷åê òàêèõ, ÷òî ñðåäè íèõ íåëüçÿ âûáðàòü ïîëíûé íàáîð, íî ïðè

äîáàâëåíèè ëþáîé êàðòî÷êè èç êîëîäû ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ?

3. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à T � òî÷-

êà êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AC. Ïóñòü P è Q � îðòîöåíòðû

òðåóãîëüíèêîâ BAI è BCI ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè T , P , Q
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

4. Âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . .
òàêîâà, ÷òî ïðè êàæäîì öåëîì n > 100 ÷èñëî an ðàâíî íàèìåíüøåìó íàòó-

ðàëüíîìó ÷èñëó, áîëüøåìó ÷åì an−1 è íå äåëÿùåìóñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë

a1, a2, . . . , an−1. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèøü êîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî ñîñòàâíûõ ÷èñåë.

5. Ïîëèöèÿ çàäåðæàëà 50 ÷åëîâåê, èç êîòîðûõ 35 � ïðåñòóïíèêè, êîòî-

ðûå ãîâîðÿò, ÷òî çàõîòÿò, à 15 � ñâèäåòåëè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó.

Âñå çàäåðæàííûå çíàþò, êòî ïðåñòóïíèêè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷åëîâåê

äîñòàòî÷íî âûáðàòü, ÷òîáû, ñïðîñèâ ïîòîì ó êàæäîãî, êòî èìåííî ïðåñòóï-

íèêè, ïî îòâåòàì âû÷èñëèòü õîòÿ áû îäíîãî ïðåñòóïíèêà?

6. Ïîëîæèòåëüíûå a, b, c òàêîâû, ÷òî (a−b) ln c+(b−c) ln a+(c−a) ln b = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî (a− b)(b− c)(c− a) = 0.

7. Ñóùåñòâóåò ëè îïèñàííûé 2021-óãîëüíèê, âñå âåðøèíû è öåíòð âïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè êîòîðîãî èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû?

8. Åñòü 120 âíåøíå íåðàçëè÷èìûõ ïðîáèðîê, â 118 èç êîòîðûõ íàõîäèò-

ñÿ íåéòðàëüíîå âåùåñòâî, â îäíîé � ÿä è â îäíîé � ïðîòèâîÿäèå. Ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëóãàìè âíåøíåé òåñòèðóþùåé ëàáîðàòîðèè, â êîòîðóþ

îäíîâðåìåííî îòïðàâëÿþò íåñêîëüêî ñìåñåé èç ëþáîãî ÷èñëà ïðîáèðîê (ïî

îäíîé êàïëå èç ïðîáèðêè), è äëÿ êàæäîé ñìåñè ëàáîðàòîðèÿ ñîîáùèò ðå-

çóëüòàò: +1, åñëè â ñìåñè åñòü ÿä è íåò ïðîòèâîÿäèÿ; −1, åñëè â ñìåñè åñòü

ïðîòèâîÿäèå, íî íåò ÿäà; 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ìîæíî ëè, ïîäãîòîâèâ 19

òàêèõ ñìåñåé è ïîñëàâ èõ â ëàáîðàòîðèþ åäèíîé ïîñûëêîé, ïî ðåçóëüòàòàì

ãàðàíòèðîâàííî ïîíÿòü, â êàêîé ïðîáèðêå ÿä, à â êàêîé ïðîòèâîÿäèå?


