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Îïðåäåëåíèå. Åñëè (a,m) = 1 è ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m
ðàâåí ϕ(m), òî a íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m.

Çàìå÷àíèå. Òåì ñàìûì, a0, a1, a2, . . . , aϕ(m)−1 (mod m) � ýòî âñå

âû÷åòû, âçàèìíî ïðîñòûå ñ m.

Âîñïîìèíàíèå î ïðîñòîì ìîäóëå. Ïî ëþáîìó ïðîñòîìó ìîäó-
ëþ p ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü.

1. Ïóñòü ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü.

à) Ïóñòü d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
âû÷åòîâ r, äëÿ êîòîðûõ rd ≡ 1 (mod m)?

á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ m?

2. Äàíû íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå a è n. Äîêàæèòå, ÷òî a íå
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà ϕ(n) âûïîëíåíî ñðàâ-

íåíèå a
ϕ(n)
q ≡ 1 (mod n).

3. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p = 4k + 3,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ g2 ≡ g+1 (mod p). Äîêàæèòå, ÷òî g− 1 è
g − 2 � òàêæå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p.

Âîñïîìèíàíèå îá Ýéëåðå. Ïóñòü m = pα1
1 p

α2
2 . . . pαn

n � ðàçëîæå-
íèå m íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, s = ÍÎÊ(ϕ(pα1

1 ), ϕ(pα2
2 ), . . . , ϕ(pαn

n )).
Òîãäà as ≡ 1 (mod m) äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m.

4. à) Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî íå÷¼ò-
íîãî p. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî α õîòÿ áû îäíî èç
÷èñåë g è g + p ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ pα.

á) Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα. Äîêàæèòå, ÷òî
êàêîå-òî èç ÷èñåë g è g + pα ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìî-
äóëþ 2pα.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïî ìî-
äóëÿì 1, 2, 4, pα, 2pα (ãäå p > 2 � ïðîñòîå, α � íàòóðàëüíîå).

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 ñóùåñòâóåò íàòó-
ðàëüíîå g < p, ÿâëÿþùååñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî âñåì ìîäóëÿì pk

îäíîâðåìåííî (äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k).


