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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ôóíêöèè f îáîçíà÷èì 4f(x) = f(x+1)−f(x) (èíî-
ãäà ýòî íàçûâàþò ðàçíîñòíîé ôóíêöèåé èëè äàæå äèñêðåòíîé ïðîèçâîäíîé).

Òàêæå èíäóêòèâíî îïðåäåëèì è 4k+1f(x) = (4kf)(x+ 1)− (4kf)(x).

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ 4kf(x).

Âîïðîñ. Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî êàêîâà ñòåïåíü 4f(x)?

Âîñïîìèíàíèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ

â n+ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîé öåëîé òî÷êå, òî îí ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ âî

âñåõ öåëûõ òî÷êàõ.

1. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Íàéäèòå ÿâíî ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n òàêîé, ÷òî

n · P (x) = x · 4P (x).

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ

òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîé, ÷òî Q = 4P .

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îò öåëîãî àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî k òàêîå, ÷òî 4kf(x) = 0.

4. Äëÿ êàêèõ k âåðåí ñëåäóþùèé ôàêò: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî

k ·
15 + 25 + . . .+ n5

13 + 23 + . . .+ n3
ÿâëÿåòñÿ öåëûì?

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(n) = 120 + 220 + . . . + n20 ÿâëÿåòñÿ ìíî-

ãî÷ëåíîì îò n ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êàêèå ó íåãî ñòåïåíü è

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò? á) Íàéäèòå f(−1
2).

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êóáîâ ÷åòû-

ð¼õ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé.

8. Äàíî íàòóðàëüíîå k. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n)
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ | ± 1k ± 2k ± . . .± nk| ïî âñåì âîçìîæíûì

ðàññòàíîâêàì çíàêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(n) ïåðèîäè÷íà, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìîìåíòà.

9. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè n òàêîâ,

÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ 0 6 a < b 6 n ÷èñëî P (a)−P (b)
a−b � öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî

ýòî âûðàæåíèå öåëîå äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ öåëûõ a è b.


