
10-1 Âåñà è èõ ïåðåðàñïðåäåëåíèå 8 îêòÿáðÿ 2020

1. Íà áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ïîëîñå êëåòîê, ïðîíóìåðîâàííûõ öåëûìè ÷èñ-
ëàìè, ëåæèò íåñêîëüêî ôèøåê (âîçìîæíî, ïî íåñêîëüêî â îäíîé êëåòêå). Çà îäíó
îïåðàöèþ ìîæíî ñíÿòü ïî ôèøêå ñ êëåòîê ñ íîìåðàìè k è k + 1 è äîáàâèòü ôèø-
êó â êëåòêó ñ íîìåðîì k + 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ íåâîçìîæíî
âûïîëíèòü îïåðàöèþ, à íà êàæäîé êëåòêå ëåæèò íå áîëåå îäíîé ôèøêè, îäèíàêîâû.

2. Ó êàæäîãî èç øêîëüíèêîâ, õîäÿùèõ íà êðóæîê â 10 êëàññ, íå áîëüøå 20 äðóçåé.
Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ãðóïïû 10-1 è 10-2 òàê, ÷òîáû ó êàæäîãî
÷åëîâåêà â ãðóïïå 10-1 áûëî íå áîëüøå 15 äðóçåé âíóòðè ãðóïïû 10-1, à ó êàæäîãî
÷åëîâåêà â ãðóïïå 10-2 áûëî íå áîëüøå 5 äðóçåé âíóòðè ãðóïïû 10-2.

3. Â íåêîòîðûõ óçëàõ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè
ëåæàò ôèøêè. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ ñíÿòü ôèøêó ñ óçëà ñ êîîðäèíàòàìè
(i, j) è äîáàâèòü ïî ôèøêå â óçëû (i+1, j), (i, j+1); ïðè ýòîì çàïðåùåíî ïîïàäàíèå
äâóõ èëè áîëåå ôèøåê â îäèí óçåë. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èçíà÷àëüíî

a) â òð¼õ óçëàõ ñ íàèìåíüøåé ñóììîé êîîðäèíàò ñòîèò ïî ôèøêå, òî òàêèìè
îïåðàöèÿìè íåëüçÿ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îíè âñå ñòàëè ïóñòûìè;

á) â óçëå (0, 0) ñòîèò ôèøêà, òî òàêèìè îïåðàöèÿìè íåëüçÿ ñäåëàòü ïóñòûìè
âñå øåñòü óçëîâ ñ íàèìåíüøåé ñóììîé êîîðäèíàò.

4. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ êëåò÷àòîé ïîëîñû 1×n ñòîÿò ôèøêè. Â ïåðâîé êëåòêå (ñà-
ìîé ëåâîé) x1 øòóê, âî âòîðîé � x2, . . . , â n-é êëåòêå � xn. Äâîå èãðîêîâ èãðàþò
â ñëåäóþùóþ èãðó: êàæäûì õîäîì ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî ôèøåê, à âòîðîé ëèáî ïåðåäâèãàåò âñå ôèøêè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà íà 1 êëåòêó
âëåâî, à îñòàëüíûå óáèðàåò ñ äîñêè, ëèáî äåëàåò òî æå ñàìîå ñ äîïîëíåíèåì âûáðàí-
íîãî ïîäìíîæåñòâà. Ïðè êàêèõ x1, x2, . . . , xn ïåðâûé èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êàêàÿ-òî ôèøêà îêàçàëàñü â ñàìîé ïåðâîé êëåòêå?

5. Íåñêîëüêî êàìíåé áûëè ðàçëîæåíû â N êó÷åê. Çàòåì êàìíè ðàçëîæèëè ïî-
äðóãîìó, â n < N êó÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîé-òî êàìåíü ïîïàë â êó÷êó áîëüøåãî
ðàçìåðà, ÷åì òà, â êîòîðîé îí ëåæàë èçíà÷àëüíî.

6. Â êëàññå ó÷àòñÿ íåñêîëüêî m ìàëü÷èêîâ è d äåâî÷åê. Ó êàæäîãî ìàëü÷èêà åñòü
õîòÿ áû îäíà ïîäðóãà, ïðè ýòîì ó íåãî êîëè÷åñòâî ïîäðóã õîòÿ áû âäâîå áîëüøå,
÷åì êîëè÷åñòâî äðóçåé ó ëþáîé èç åãî ïîäðóã. Äîêàæèòå, ÷òî d > 2m.

7. Íà ïëîñêîñòè äàíî n > 1 îêðóæíîñòåé ðàäèóñà 1, ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ
ïåðåñåêàåòñÿ õîòÿ áû ñ îäíîé äðóãîé îêðóæíîñòüþ, è íèêàêàÿ ïàðà íå êàñàåòñÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû n ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé.

8. Íà áàíêåòå ìàãè÷åñêîé îëèìïèàäû Õîãâàðòñà ïðèñóòñòâîâàëî 14 ÷ëåíîâ æþðè.
Âûïèâ 35 áóòûëîê çåëüÿ, îíè ðåøèëè ðàññòàâèòü èõ íà êðóãëîì ñòîëå òàê, ÷òî-
áû íà îòðåçêå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ëþäüìè ñòîÿëà êàê ìèíèìóì îäíà áóòûëêà.
Äîêàæèòå, ÷òî ó íèõ ýòî íå ïîëó÷èòñÿ.

9. Â ðÿä ñòîÿò n > 1 ñòàêàíîâ äíîì ââåðõ. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ âûêèíóòü
ëþáîé ñòàêàí, ñòîÿùèé äíîì ââåðõ, ïåðåâåðíóòü äâóõ åãî ñîñåäåé è ñäâèíóòü ðÿä
(êðàéíèå ñòàêàíû âûêèäûâàòü íåëüçÿ). Äîêàæèòå, ÷òî òàêèìè îïåðàöèÿìè ìîæíî
îñòàâèòü íà ñòîëå äâà ñòàêàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n− 1 íå äåëèòñÿ íà 3.
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