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Îïðåäåëåíèå 1. Äâîéíûì îòíîøåíèåì òî÷åê (A,B,C,D), ëåæà-

ùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, íàçûâàþò ÷èñëî
−→
AC
−−→
BC

:
−−→
AD
−−→
BD

.

Îïðåäåëåíèå 2.Äâîéíûì îòíîøåíèåì ïðÿìûõ (PA, PB, PC, PD),

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, íàçûâàþò ÷èñëî sin(
−→
PA,
−→
PC)

sin(
−−→
PB,
−→
PC)

: sin(
−→
PA,
−−→
PD)

sin(
−−→
PB,
−−→
PD)

.

Îïðåäåëåíèå 3. (Ïðîâåðüòå êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ!)
Äâîéíûì îòíîøåíèåì òî÷åê (A,B,C,D), ëåæàùèõ íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè, íàçûâàþò äâîéíîå îòíîøåíèå (PA, PB, PC, PD) äëÿ ëþáîé
òî÷êè P íà ýòîé æå îêðóæíîñòè.

Óïðàæíåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê (A,B,C,D), ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé, è òî÷êè P âíå íå¼ âåðíî ðàâåíñòâî (A,B,C,D) =
(PA, PB, PC, PD).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî
a) (A,B,C,D) = (B,A,D,C);
á) (A,B,C,D) + (A,C,B,D) = 1;
â) (A,B,C,D) · (B,A,C,D) = 1.
ã) Ïóñòü (A,B,C,D) = α. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî (A′, B′, C ′, D′),

ãäå A′, B′, C ′, D′ � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà òî÷åê A,B,C,D?

Îïðåäåëåíèå 4. ×åòâ¼ðêà òî÷åê, äëÿ êîòîðîé (A,B,C,D) = −1,
íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé.

1. a) ×åâèàíû AA1, BB1 è CR òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå P . Ïðÿìûå A1B1 è AB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî
(A,B,R, T ) = (A,B, T,R) = (B,A, T,R) = (B,A,R, T ) = −1.

á) Ïóñòü M � ñåðåäèíà AB, à R � áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà.
Äîêàæèòå, ÷òî (A,B,M,R) = −1. (Íóæíûå îïðåäåëåíèÿ äàéòå ñàìè.)

â) P è Q � îñíîâàíèÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé áèññåêòðèñ óãëà C
òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî (A,B, P,Q) = −1.

ã) Òî÷êè P è Q èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω. Ïðÿìàÿ
PQ ïåðåñåêàåò ω â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå, ÷òî (A,B, P,Q) = −1.

2. Ïóñòü Hb � îñíîâàíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¼ííîé
èç âåðøèíû B; Lb � îñíîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé áèññåêòðèñû; Kb �
òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AC; Tb � òî÷êà êà-
ñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AC. Òî÷êè Ha, La, Ka, Ta
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî

à) (Hb, Lb, Kb, Tb) = −1; á) (C,Hb, Tb, Kb) = (C,Ha, Ta, Ka);
â) ïðÿìûå HaHb, LaLb, KaKb, TaTb êîíêóðåíòíû.

3. Èç òî÷êè A ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå AP è AQ. Ïðÿ-
ìàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç A, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B è C, à
õîðäó PQ � â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî (B,C,A,D) = −1.

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P îñíîâàíèå âíóòðåííåé áèññåêòðèñû óãëà C
òðåóãîëüíèêà ABC, à ÷åðåç Q � âíåøíåé. ÏóñòüM � ñåðåäèíà BC, à
ïðÿìûå PM è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî RQ = RC.

5. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè O
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, P è Q � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé
AD è BC, BA è CD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ∠POB = ∠QOB.

6. Ïîñòðîåíèÿ ëèíåéêîé. a) Ïîñòðîéòå ÷åòâ¼ðòóþ ãàðìîíè÷åñêóþ
òî÷êó ê òð¼ì äàííûì, à òàêæå ÷åòâ¼ðòóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ïðÿìóþ ê
òð¼ì äàííûì.

á) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Ïîäåëèòå äàííûé îòðåçîê íà
îäíîé èç íèõ ïîïîëàì.

â) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Óäâîéòå îòðåçîê íà îäíîé èç
íèõ.

ã) Äàíû ïàðàëëåëîãðàìì, ïðÿìàÿ è òî÷êà. Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïàðàëëåëüíóþ äàííîé ïðÿìîé.

7. Òåîðåìà î áàáî÷êå. Õîðäû AB è CD îêðóæíîñòè ω ïðîõîäÿò
÷åðåç ñåðåäèíó M õîðäû XY òîé æå îêðóæíîñòè. Îòðåçêè AC è BD
ïåðåñåêàþò XY â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî MP =MQ.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Ïóñòü I è J �
öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ALC è ALB. Ïðÿìàÿ
IJ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è AC â òî÷êàõ C ′ è B′ ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AL, BB′ è CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


