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Неравенства

Можно наделить людей
возможностями, но нельзя их
сделать равными.

Розамонд Леманн

Для любого числа x верно неравенство x2 > 0.
a+ b

2
— среднее арифметическое двух чисел.

√
ab — среднее геометрическое (a, b > 0).

Неравенство Коши (или неравенство о средних):
a+ b

2
>
√
ab, при a, b > 0

1. Докажите неравенства:

(a)
x2 + y2

2
> xy при любых x, y

(b) x+
1

x
> 2 при x > 0

(c) 2(x2 + y2) > (x+ y)2 при любых x, y
(d) 1 + x > 2

√
x при x > 0

Свойства неравенств: Неравенства можно складывать и для положительных чисел
перемножать.
Если a > b и c > d, то a+ b > c+ d.
Если a, b, c, d > 0, a > b и c > d, то ac > bd.
Пример. Докажите неравенство: x2 + 2xy + 2y2 + 2y + 2 > 0.
Представим левую часть в виде (x + y)2 + (y + 1)2. Заметим, что (x + y)2 > 0 и
(y + 1)2 > 0, сложив данные неравенства получаем требуемое.

2. Докажите неравенства:
(a) 2x2 + 2y2 + 2z2 > 2xy + 2xz + 2yz при любых x, y, z
(b) (a2 + b2)(a2 + c2)(b2 + c2) > 8a2b2c2 при a, b, c > 0
(c) x2 + y2 + 1 > xy + x+ y при любых x, y

(d) ab+ bc+ ca > a
√
bc+ b

√
ca+ c

√
ab при a, b, c > 0

3. Что больше?
(a) 3111 или 1714

(b) 2300 или 3200

(c) 240 или 328

(d) 2100 + 3100 или 4100

(e) 1234567 · 1234569 или 12345682

(f )
1 + 182018

1 + 182019
или

1 + 182019

1 + 182020


