
Ñòåïåíü òî÷êè è ðàäèêàëüíàÿ îñü

Îïðåäåëåíèå. Íà ïëîñêîñòè çàäàíà îêðóæíîñòü ω è òî÷êà P . Ñòåïåíüþ deg(P, ω) òî÷êè P îòíî-
ñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà PA·PB, ãäå A è B � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé
ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P , ñ îêðóæíîñòüþ ω. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ (ò. å. íåçàâè-
ñèìîñòü îò âûáîðà ïðÿìîé `) ñëåäóåò èç çàäà÷è 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òî÷êè P âíå îêðóæíîñòè ω
âåëè÷èíà deg(P, ω) ðàâíà êâàäðàòó äëèíû îòðåçêà êàñàòåëüíîé èç òî÷êè P ê ω (äîñòàòî÷íî ïîäñòà-
âèòü âìåñòî ` êàñàòåëüíóþ ê ω). ßñíî, ÷òî òî÷êè âíóòðè îêðóæíîñòè îáëàäàþò îòðèöàòåëüíîé
ñòåïåíüþ, òî÷êè âíå � ïîëîæèòåëüíîé.

0. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû îêðóæíîñòü ω è òî÷êà P âíóòðè èëè âíå íå¼. ×åðåç P ïðîâåäåíû äâå ñåêóùèå
AB è CD (A,B,C,D ∈ ω). Äîêàæèòå, ÷òî PA · PB = PC · PD.

1. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êàõ P è Q, ïðîâåäåíà îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ
AB (A ∈ ω1 è B ∈ ω2). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ äåëèò îòðåçîê AB ïîïîëàì.

2. Êðèòåðèè âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

à) Ïóñòü äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AO ·OC = BO ·OD.
á) Ïóñòü ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêà-
æèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AO · OB =
CO ·OD.

3. ×åðåç òî÷êó P , ëåæàùóþ íà îáùåé õîðäå AB äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ïðîâåäåíû
õîðäà KM ïåðâîé îêðóæíîñòè è õîðäà LN âòîðîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê
KLMN âïèñàííûé.

4. ×åðåç òî÷êó S, ëåæàùóþ âíå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, ïðîâåäåíû äâå êàñàòåëüíûå, êàñàþùèåñÿ
îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B , è ñåêóùàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòü â òî÷êàõM è N . Ïðÿìûå AB
è SO ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè M,N,K è O ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

5. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 . Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì
ìåñòîì òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî ω1 ðàâíà ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ω2, ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ëèíèè öåíòðîâ ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ýòó ïðÿìóþ íàçûâàþò ðàäèêàëüíîé
îñüþ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè èõ
ïåðåñå÷åíèÿ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ êðóãàì
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

8. Â óãîë âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè. Îäíà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îäíîé ñòîðîíû óãëà â òî÷êå A, âòîðàÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äðóãîé ñòîðîíû óãëà â òî÷êå B. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AB âûñåêàåò íà
îêðóæíîñòÿõ ðàâíûå õîðäû.

9. Íà îêðóæíîñòè ω1 ñ äèàìåòðîì AB âçÿòà òî÷êà C, èç òî÷êè C îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð CH íà
ïðÿìóþ AB. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ õîðäà îêðóæíîñòè ω1 è îêðóæíîñòè ω2 ñ öåíòðîì C è ðàäèóñîì
CH äåëèò îòðåçîê CH ïîïîëàì.

10. Äèàãîíàëè òðàïåöèèABCD ñ îñíîâàíèÿìèAD èBC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðè÷¼ì ∠APB < 90◦.
Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷êè P ê îêðóæíîñòÿì, ïîñòðîåí-
íûì íà îòðåçêàõ AB è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ðàâíû.

11. Èç òî÷êè P âíå îêðóæíîñòè ω ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ PA ê ω (A ∈ ω). Õîðäà BC îêðóæíîñòè ω
ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé PA. Ïðÿìûå PB, PC âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìàÿ XY äåëèò îòðåçîê PA ïîïîëàì.

12. Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ∠B = 135o. Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà
AC. Òî÷êà O � öåíòð îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Ëó÷ BM âòîðè÷-
íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Ω â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè Γ, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà BOD, ëåæèò íà ïðÿìîé AC.

Äîìàøíåå çàäàíèå

13. Äàíà ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
A è D è ïåðåñåêàåò îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì çà X è Y
îòðàæåíèÿ òî÷åê P è Q îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí îòðåçêîâ AB è AC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè B, C, X, Y ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.



Ðàäèêàëüíàÿ îñü è ðàäèêàëüíûé öåíòð

1. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðîâåäåì ðà-
äèêàëüíûå îñè äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðè ðàäèêàëüíûå îñè
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòó òî÷êó íàçûâàþò ðàäèêàëüíûì öåíòðîì òðåõ îêðóæíîñòåé.

2. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. ×åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ
äâóõ èç íèõ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè
ïàðàëëåëüíû.

3. à) Íà äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàäèêàëüíàÿ îñü ýòèõ îêðóæíîñòåé åñòü ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ âûñîòó òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííóþ
èç îáùåé âåðøèíû óêàçàííûõ ñòîðîí.
á) Íà ñòîðîíàõ BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1 è B1 . Ïðÿìàÿ l ïðîõîäèò ÷åðåç
îáùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé ñ äèàìåòðàìè AA1 è BB1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïðîõîäèò ÷åðåç
îðòîöåíòð (òî÷êó H ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC).

4. Äàíà íåðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD (AB||CD). Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è B,
ïåðåñåêàåò áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè â òî÷êàõ P è Q, à äèàãîíàëè � â òî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå PQ, MN è CD ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà îòìå÷åíû ïî äâå òî÷êè. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå 4 òî÷êè, ëåæàùèå íà
äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå 6 òî÷åê ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

6. Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà K. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ õîðäà îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì C è ðàäèóñîì CA è ñ öåíòðîì K
è ðàäèóñîì KC ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó AB.

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Ïðÿìàÿ A1C1

ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå N . BN âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
ABC â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå HK è BN ïåðïåíäèêóëÿðíû.

8. Äèàãîíàëè AC è BD âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Òî÷êà Q
âûáðàíà íà îòðåçêå BC òàê, ÷òî PQ ⊥ AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû
îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ APD è BQD, ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AD.

Äîìàøíåå çàäàíèå

9. Íà ñòîðîíàõ BC, CA, AB îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 ñîîò-
âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèå õîðäû îêðóæíîñòåé, ïîñòðîåííûõ íà îòðåçêàõ AA1, BB1, CC1

êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îðòîöåíòðå òðåóãîëüíèêà.

10. Äâå îêðóæíîñòè Ω è ω èìåþò îáùèé öåíòð O, ïðè÷¼ì ω âíóòðè Ω. Èç òî÷êè A ∈ Ω ïðîâåäåíû
êàñàòåëüíûå AB,AC ê ω (B,C � òî÷êè êàñàíèÿ). Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì AB
ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êàõM èN . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿMN ñîäåðæèò ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà
ABC.

Ðàäèêàëüíàÿ îñü è ðàäèêàëüíûé öåíòð

1. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðîâåäåì ðà-
äèêàëüíûå îñè äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðè ðàäèêàëüíûå îñè
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòó òî÷êó íàçûâàþò ðàäèêàëüíûì öåíòðîì òðåõ îêðóæíîñòåé.

2. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. ×åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ
äâóõ èç íèõ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè
ïàðàëëåëüíû.

3. à) Íà äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàäèêàëüíàÿ îñü ýòèõ îêðóæíîñòåé åñòü ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ âûñîòó òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííóþ
èç îáùåé âåðøèíû óêàçàííûõ ñòîðîí.
á) Íà ñòîðîíàõ BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1 è B1 . Ïðÿìàÿ l ïðîõîäèò ÷åðåç
îáùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé ñ äèàìåòðàìè AA1 è BB1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïðîõîäèò ÷åðåç
îðòîöåíòð (òî÷êó H ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC).

4. Äàíà íåðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD (AB||CD). Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è B,
ïåðåñåêàåò áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè â òî÷êàõ P è Q, à äèàãîíàëè � â òî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå PQ, MN è CD ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà îòìå÷åíû ïî äâå òî÷êè. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå 4 òî÷êè, ëåæàùèå íà
äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå 6 òî÷åê ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

6. Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà K. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ õîðäà îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì C è ðàäèóñîì CA è ñ öåíòðîì K
è ðàäèóñîì KC ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó AB.

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Ïðÿìàÿ A1C1

ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå N . BN âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
ABC â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå HK è BN ïåðïåíäèêóëÿðíû.

8. Äèàãîíàëè AC è BD âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Òî÷êà Q
âûáðàíà íà îòðåçêå BC òàê, ÷òî PQ ⊥ AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû
îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ APD è BQD, ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AD.

Äîìàøíåå çàäàíèå

9. Íà ñòîðîíàõ BC, CA, AB îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 ñîîò-
âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèå õîðäû îêðóæíîñòåé, ïîñòðîåííûõ íà îòðåçêàõ AA1, BB1, CC1

êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îðòîöåíòðå òðåóãîëüíèêà.

10. Äâå îêðóæíîñòè Ω è ω èìåþò îáùèé öåíòð O, ïðè÷¼ì ω âíóòðè Ω. Èç òî÷êè A ∈ Ω ïðîâåäåíû
êàñàòåëüíûå AB,AC ê ω (B,C � òî÷êè êàñàíèÿ). Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì AB
ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êàõM èN . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿMN ñîäåðæèò ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà
ABC.


