
Ïîëóèíâàðèàíò-1

Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ, èëè ïðîöåññ, â êîòîðîì ïîçèöèè ïîñëåäîâàòåëüíî ñìåíÿþòñÿ. Ïîëóèíâàðè-
íàíò � ýòî ñâÿçàííîå ñ ïîçèöèåé ÷èñëî, êîòîðîå ïðè ðàçðåøåííûõ äåéñòâèÿõ âñå âðåìÿ ðàñòåò èëè âñå âðåìÿ óáûâàåò
(âîçìîæíî, íåñòðîãî). Âûáîð ïîëóèíâàðèàíòà çàâèñèò îò öåëè. Åñëè åñòü ñòðîãèé ïîëóèíâàðèàíò, òî ïîçèöèÿ íå ìîæåò
ïîâòîðèòüñÿ (è, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññ íå ìîæåò çàöèêëèòüñÿ).

0. Â îäíîé ñòðàíå âñå ãîðîäà ïîäíÿëè íàä ðàòóøàìè ôëàãè � áåëûå ëèáî ÷åðíûå. Êàæäûé äåíü æèòåëè óçíàþò öâåòà
ôëàãîâ ó ñîñåäåé â ðàäèóñå 100 êì. Îäèí èç ãîðîäîâ, ãäå ó áîëüøèíñòâà ñîñåäåé ôëàãè äðóãîãî öâåòà, ìåíÿåò ñâîé
ôëàã íà ýòîò äðóãîé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ñî âðåìåíåì ñìåíû öâåòà ôëàãîâ ïðåêðàòÿòñÿ.

1. Ñûùèê ãîíÿåòñÿ çà Øïèîíîì ïî Àðõèïåëàãó Ñòà Îñòðîâîâ. Îáà èñïîëüçóþò òîëüêî ìàðøðóòíûå êîðàáëè, êîòîðûå
êóðñèðóþò åæåäíåâíî ìåæäó íåêîòîðûìè îñòðîâàìè. Êàæäûé êîðàáëü îòïëûâàåò óòðîì è ïðèïëûâàåò íà îñòðîâ
íàçíà÷åíèÿ ê âå÷åðó áåç çàõîäà íà äðóãèå îñòðîâà. Ñ ïåðåñàäêàìè ìîæíî äîáðàòüñÿ ñ ëþáîãî îñòðîâà íà ëþáîé.
Ñûùèê âñåãäà çíàåò, ãäå ñåé÷àñ Øïèîí, è ïîéìàåò åãî, åñëè îêàæåòñÿ ñ íèì íà îäíîì îñòðîâå. Ñûùèê ìîæåò ïëûòü
â ëþáîé äåíü, Øïèîí íå ïëàâàåò ïî ïÿòíèöàì.
à) Êàê Ñûùèêó ïîéìàòü Øïèîíà?
á) Äîêàæèòå, ÷òî â çàäà÷å Ñûùèê ìîæåò ïîéìàòü Øïèîíà íå ïîçäíåå, ÷åì ÷åðåç äâà ãîäà.

2. Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîíþ ðàçðåøåíî õîäèòü òîëüêî â ÷åòûðåõ íàïðàâëåíèÿõ: íà 2 ââåðõ è 1 âëåâî, íà
2 ââåðõ è 1 âïðàâî, íà 2 âïðàâî è 1 ââåðõ, íà 2 âïðàâî è 1 âíèç. Äîêàæèòå, ÷òî c êàêîé áû êëåòêè îí íè íà÷àë,
óäàñòñÿ ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ.

3. Â ðÿä ñëåâà íàïðàâî ñòîÿò 10 êîðîáîê. Â ñàìîé ëåâîé ëåæèò 1 øàðèê, â ñëåäóþùåé � 2, . . . , â ïîñëåäíåé � 10. Çà
îäèí õîä ìîæíî ïåðåëîæèòü ëþáîé øàðèê â ëþáóþ êîðîáêó ïðàâåå òîé, ãäå îí ëåæèò.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî õîäû çàêîí÷àòñÿ.
á) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîãëî áûòü ñäåëàíî?
â) Íà äîñêå çàïèñàíî 100 ÷èñåë. Çà îäèí õîä ìîæíî âûáðàòü 2 ðàçíûõ ÷èñëà è çàìåíèòü ìåíüøåå íà áîëüøåå.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî õîäû çàêîí÷àòñÿ.

4. Íà äîñêå íàïèñàíû 20 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Çà õîä ìîæíî âçÿòü îäíî èç êðàéíèõ ÷èñåë (íàèáîëüøåå èëè
íàèìåíüøåå) è çàìåíèòü íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, ãåîìåòðè÷åñêîå èëè ãàðìîíè÷åñêîå åãî ñ êàêèì-òî äðóãèì
èç ÷èñåë (ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî ñðåäíåå � íàòóðàëüíî, è âñå ÷èñëà îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè). Äîêàæèòå, ÷òî óäàñòñÿ
ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ.

5. à) Â êëåòêàõ òàáëèöû 99× 99 ðàññòàâëåíû ïëþñû è ìèíóñû. Åñëè â êàêîì-òî ïðÿìîóãîëüíèêå èç íå ìåíåå ÷åì 100
êëåòîê ìèíóñîâ áîëüøå ÷åì ïëþñîâ, ðàçðåøàåòñÿ â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå ïîìåíÿòü âñå çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ â êàæäîì òàêîì ïðÿìîóãîëüíèêå ïëþñîâ áóäåò íå ìåíüøå ÷åì ìèíóñîâ.
á) Â êëåòêàõ òàáëèöû 99 × 99 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà. Åñëè â êàêîì-òî ïðÿìîóãîëüíèêå èç íå ìåíåå ÷åì 100
êëåòîê ñóììà îòðèöàòåëüíà, ðàçðåøàåòñÿ â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå ïîìåíÿòü çíàêè âñåõ ÷èñåë íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñóììà ÷èñåë â êàæäîì òàêîì ïðÿìîóãîëüíèêå áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé.
â) Òî æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íî ÷èñëà � äåéñòâèòåëüíûå.

6. Ïî êðóãó ñòîèò 1000 ôèøåê òð¼õ öâåòîâ. Åñëè îáà ñîñåäà ôèøêè îäíîãî öâåòà, à ñàìà ôèøêà � äðóãîãî, òî çà õîä
å¼ ìîæíî ïåðåêðàñèòü â öâåò ñîñåäåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî áóäåò ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ õîäîâ.

7. Åñòü 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë (âîçìîæíî, íåöåëûõ). Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî äâà íåðàâíûõ ÷èñëà çàìåíèòü íà äâà
ðàâíûõ ñ òîé æå ñóììîé.
à) Ìîæåò ëè îäèí è òîò æå íàáîð ÷èñåë âîçíèêíóòü äâàæäû?
á) Ìîæåò ëè ïðîöåññ ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî?

8. Â êîëîäå ÷àñòü êàðò ëåæèò ðóáàøêîé âíèç. Âðåìÿ îò âðåìåíè Ïåòÿ âûíèìàåò èç êîëîäû ïà÷êó èç îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ êàðò, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êàðòû ëåæàò ðóáàøêîé âíèç, ïåðåâîðà÷èâàåò âñþ
ïà÷êó êàê îäíî öåëîå è âñòàâëÿåò å¼ â òî æå ìåñòî êîëîäû (åñëè "ïà÷êà"ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé êàðòû, òî òðåáóåòñÿ
òîëüêî, ÷òîáû îíà ëåæàëà ðóáàøêîé âíèç). Äîêàæèòå, ÷òî â êîíöå êîíöîâ âñå êàðòû ëÿãóò ðóáàøêîé ââåðõ, êàê
áû íè äåéñòâîâàë Ïåòÿ.

9. Â êîëîäå 52 êàðòû, ïî 13 êàæäîé ìàñòè. Âàíÿ âûíèìàåò èç êîëîäû ïî îäíîé êàðòå. Âûíóòûå êàðòû â êîëîäó íå
âîçâðàùàþòñÿ. Êàæäûé ðàç ïåðåä òåì, êàê âûíóòü êàðòó, Âàíÿ çàãàäûâàåò êàêóþ-íèáóäü ìàñòü. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè Âàíÿ êàæäûé ðàç áóäåò çàãàäûâàòü ìàñòü, êàðò êîòîðîé â êîëîäå îñòàëîñü íå ìåíüøå, ÷åì êàðò ëþáîé äðóãîé
ìàñòè, òî çàãàäàííàÿ ìàñòü ñîâïàäåò ñ ìàñòüþ âûíóòîé êàðòû íå ìåíåå 13 ðàç.

Ïîëóèíâàðèàíò-2

Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ, èëè ïðîöåññ, â êîòîðîì ïîçèöèè ïîñëåäîâàòåëüíî ñìåíÿþòñÿ. Ïîëóèíâàðè-
íàíò � ýòî ñâÿçàííîå ñ ïîçèöèåé ÷èñëî, êîòîðîå ïðè ðàçðåøåííûõ äåéñòâèÿõ âñå âðåìÿ ðàñòåò èëè âñå âðåìÿ óáûâàåò
(âîçìîæíî, íåñòðîãî). Âûáîð ïîëóèíâàðèàíòà çàâèñèò îò öåëè. Åñëè åñòü ñòðîãèé ïîëóèíâàðèàíò, òî ïîçèöèÿ íå ìîæåò
ïîâòîðèòüñÿ (è, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññ íå ìîæåò çàöèêëèòüñÿ).

1. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ðàçëè÷íû. Ïóòåøåñòâåííèê îòïðàâèëñÿ èç
ãîðîäà A â ñàìûé óäàëåííûé îò íåãî ãîðîä B, îòòóäà � â ñàìûé óäàëåííûé îò íåãî ãîðîä C, è ò. ä. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè C íå ñîâïàäàåò ñ A, òî ïóòåøåñòâåííèê íèêîãäà íå âåðíåòñÿ â A.

2. Â ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî íå áîëåå òðåõ âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðëàìåíò ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàëàòû òàê, ÷òî ó
êàæäîãî ïàðëàìåíòàðèÿ â åãî ïàëàòå áóäåò íå áîëåå îäíîãî âðàãà.

3. Íà ïëîñêîñòè äàíî 100 êðàñíûõ è 100 ñèíèõ òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî ïðîâåñòè 100 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè.

4. Ó Äåäà Ìîðîçà áûëî n ñîðòîâ êîíôåò, ïî k øòóê êàæäîãî ñîðòà. Îí ðàñïðåäåëèë âñå êîíôåòû êàê ïîïàëî ïî k
ïîäàðêàì, â êàæäûé � ïî n êîíôåò, è ðàçäàë èõ k äåòÿì. Äåòè ðåøèëè âîññòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü. Äâà ðåá¼íêà
ãîòîâû ïåðåäàòü äðóã äðóãó ïî êîíôåòå, åñëè êàæäûé ïîëó÷àåò êîíôåòó ñîðòà, êîòîðîãî ó íåãî íåò. Âñåãäà ëè
ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñåðèþ îáìåíîâ òàê, ÷òî ó êàæäîãî îêàæóòñÿ êîíôåòû âñåõ ñîðòîâ?

5. Â êàæäîé èç n ñòðàí ïðàâèò ëèáî ïàðòèÿ ïðàâûõ, ëèáî ïàðòèÿ ëåâûõ. Êàæäûé ãîä â îäíîé èç ñòðàí ìîæåò
ïîìåíÿòüñÿ âëàñòü. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè â òîì ñëó÷àå, åñëè â áîëüøèíñòâå ãðàíè÷àùèõ ñ íåé ñòðàí ïðàâèò íå òà
ïàðòèÿ, êîòîðàÿ ïðàâèò â ýòîé ñòðàíå. Äîêàæèòå, ÷òî ñìåíû ïðàâèòåëüñòâ íå ìîãóò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî.

6. Íà êâàäðàòíîì ïîëå 10 × 10 äåâÿòü êëåòîê 1 × 1 ïîðîñëè áóðüÿíîì. Ïîñëå ýòîãî áóðüÿí ìîæåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ
íà êëåòêó, ó êîòîðîé íå ìåíåå äâóõ ñîñåäíèõ êëåòîê óæå ïîðîñëè áóðüÿíîì. Äîêàæèòå, ÷òî òåì íå ìåíåå áóðüÿí íå
ñìîæåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ íà âñå êëåòêè.

7. Íà äîñêå íàïèñàíû 100 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çà õîä ìîæíî ëèáî çàìåíèòü äâà ÷èñëà íà èõ ñóììó, ëèáî ðàçëîæèòü
÷èñëî â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìåíüøèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë è çàìåíèòü åãî íà ýòè äâà ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè
ïîçäíî íà äîñêå îñòàíåòñÿ îäíî ÷èñëî.

8. Íåñêîëüêî ðåáÿò ñòîÿò ïî êðóãó. Ó êàæäîãî åñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êîíôåò. Ñíà÷àëà ó êàæäîãî ÷¼òíîå êîëè÷å-
ñòâî êîíôåò. Ïî êîìàíäå êàæäûé ïåðåäàåò ïîëîâèíó ñâîèõ êîíôåò ñòîÿùåìó ñïðàâà. Åñëè ïîñëå ýòîãî ó êîãî-íèáóäü
îêàçàëîñü íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, òî åìó èçâíå äîáàâëÿåòñÿ îäíà êîíôåòà. Ýòî ïîâòîðÿåòñÿ ìíîãî ðàç. Äîêà-
çàòü, ÷òî íàñòàíåò âðåìÿ, êîãäà ó âñåõ áóäåò ïîðîâíó êîíôåò.

9. Íà ýêðàíå êîìïüþòåðà ñãåíåðèðîâàíà íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö. Ñ íåé ìîæíî ïðî-
èçâîäèòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: íàáîð öèôð ¾10¿ çàìåíÿòü íà íàáîð öèôð ¾0111¿. Ìîæåò ëè òàêîé ïðîöåññ çàìåí
ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî èëè êîãäà-íèáóäü îí îáÿçàòåëüíî ïðåêðàòèòñÿ?


