
Îñòîâíûå äåðåâüÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî óäàëèòü îäíó èç âåðøèí òàê, ÷òîáû ñâÿçíîñòü
íå íàðóøèëàñü.

2. Â ñòðàíå 1000 ãîðîäîâ è íåñêîëüêî äîðîã. Êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà êàêèõ-òî ãîðîäà, äîðîãè
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî, äâèãàÿñü ïî äîðîãàì.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñòàðòîâàòü èç íåêîòîðîãî ãîðîäà è ïðîéòè ïî âñåì ãîðîäàì, ïðîåõàâ íå
áîëåå ÷åì ïî 1998 äîðîãàì
á) Íå áîëåå, ÷åì ïî 1996 äîðîãàì
â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ìåíüøå ÷åì ïî 1996 äîðîãàì ïðîåõàòü íå ïîëó÷èòñÿ

3. Â ñâÿçíîì ãðàôå n âåðøèí è 2n ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòîãî ãðàôà ìîæíî âûêèíóòü âñå ðåáðà
íåêîòîðîãî öèêëà òàê, ÷òîáû îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

4. Äàí ñâÿçíûé ãðàô G
à) Ìîæåò ëè â G áûòü ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ äåðåâà?
á) Â äåðåâå T åñòü õîòÿ áû òðè âèñÿ÷èå âåðøèíû, äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îäíî ðåáðî ñòåðåòü è
îäíî äîáàâèòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü äåðåâî, â êîòîðîì âèñÿ÷èõ âåðøèí ìåíüøå, ÷åì â T.
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â G åñòü îñòîâíûå äåðåâüÿ ñî 100 è 50 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, òî â íåì åñòü
îñòîâíîå äåðåâî ñ 99 èëè 98 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â G åñòü îñòîâíûå äåðåâüÿ ñî 100 è 98 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, òî â íåì åñòü
îñòîâíîå äåðåâî ñ 99 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè.
ä) Ïóñòü ñâÿçíûé ãðàôG èìååò îñòîâíûå äåðåâüÿ ñm è n âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè,m < n. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k (m < k < n), â G åñòü îñòîâíîå äåðåâî ðîâíî ñ k âåðøèíàìè.

5. Íà Ëóíå n ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ïëàòíûìè äîðîãàìè òàê, ÷òî èç ëþáîãî
ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðîåçäà ïî ïóòè, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç
íåñêîëüêî ãîðîäîâ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê öåíà ïðîåçäà ïî ñàìîé äîðîãîñòîÿùåé äîðîãå ýòîãî ïóòè,
à ñòîèìîñòü òóðïîåçäêè èç ãîðîäà A â ãîðîä B � êàê ñòîèìîñòü ïðîåçäà èç A â B ïî ñàìîìó
äåøåâîìó ïóòè. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðàéñ-ëèñòå ëóííîãî òóðàãåíòñòâà íå áîëåå n − 1 ðàçëè÷íûõ
öåí.

6. Â ñòðàíå 1000 ãîðîäîâ è íåñêîëüêî äîðîã. Êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà êàêèõ-òî ãîðîäà, äîðîãè
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî, äâèãàÿñü ïî äîðîãàì.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îáúÿâèòü íåñêîëüêî äîðîã ãëàâíûìè òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî ãîðîäà âûõî-
äèëî íå÷¼òíîå ÷èñëî ãëàâíûõ äîðîã.

Äîìàøíåå çàäàíèå

7. Ñóùåñòâóåò ëè ãðàô, ó êîòîðîãî åñòü äâà îñòîâíûõ äåðåâà áåç îáùèõ ðåáåð?

8. Â íåêîòîðîì ïîñåëêå 1000 æèòåëåé. Åæåäíåâíî êàæäûé èç íèõ äåëèòñÿ óçíàííûìè â÷åðà íî-
âîñòÿìè ñî âñåìè ñâîèìè çíàêîìûìè. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ íîâîñòü ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé âñåì
æèòåëÿì. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 90 æèòåëåé òàê, ÷òî åñëè îäíîâðåìåííî ñîîáùèòü èì
êàêóþ-ëèáî íîâîñòü, ÷åðåç 10 äíåé îíà ñòàíåò èçâåñòíîé âñåì æèòåëÿì ïîñåëêà.
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