
Ãîìîòåòèÿ

Ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå O è íåíóëåâûì êîýôôèöèýíòîì k íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè,

êîòîðîå êàæäóþ òî÷êó A ïëîñêîñòè ïåðåâîäèò â A′ òàêóþ, ÷òî
−−→
OA′=

−−→
kOA.

0. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîòåòèè îòðåçîê ïåðåõîäèò â îòðåçîê, ëó÷ � â ëó÷, ïðÿìàÿ � â ïðÿìóþ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè, òî îíà ïåðåõîäèò â ñåáÿ; åñëè æå ïðÿìàÿ
íå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè, òî îíà ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòåòèÿ ñîõðàíÿåò óãëû.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîòåòèè îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü.

1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå äàííîé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí íåêîòîðîãî êâàäðàòà îáðàçóþò
êâàäðàò.

2. ×åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûå áèññåêòðèñàì
ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3. a) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí õîðä, îäíèì èç êîíöîâ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ òî÷êà îêðóæ-
íîñòè A.
á) Â îêðóæíîñòè ω ïðîâåäåíà õîðäà AB. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðå-
óãîëüíèêîâ ABC ãäå C ∈ ω.
â) ×åòûð¼õóãîëüíèê ðàçðåçàí äèàãîíàëÿìè íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî èõ òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì.

4. Ëåììà Àðõèìåäà Â îêðóæíîñòè ω ïðîâåäåíà õîðäà AB. Îêðóæíîñòü γ êàñàåòñÿ AB â òî÷êå K è îêðóæ-
íîñòè ω â òî÷êå T âíóòðåííèì îáðàçîì. L � ñåðåäèíà äóãè AB îêðóæíîñòè ω, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè T .
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K,T è L ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé .

5. Íà îñíîâàíèÿõ BC è AD òðàïåöèè ABCD âíå íåå ïîñòðîåíû ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè BCX è
ADY . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ XY ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

6. Âíóòðè ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè a è b, íàðèñîâàíû äâå îêðóæíîñòè ωa è ωb,
êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå S. Êðîìå òîãî, ωa êàñàåòñÿ a â òî÷êå A; ωb êàñàåòñÿ b â òî÷êå B. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êà S ëåæèò íà îòðåçêå AB.

7. à) Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé AC òðåóãîëüíèêà ABC
÷åðåç P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BQ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ òî÷êå P íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
á) ×åðåç ñåðåäèíó M ñòîðîíû BC íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê åãî
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, îòëè÷íàÿ îò BC, òî÷êà êàñàíèÿ îáîçíà÷åíà ÷åðåç Y . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AY
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ îòðåçêîì BC.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíû AA0, BB0, CC0 ïåðåñåêàþòñÿâ òî÷êå M , âûñîòû AA1, BB1, CC1, ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå H, à òî÷êà O - öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
a)Îêðóæíîñòü Ýéëåðà.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèA0, B0, C0, A1, B1, C1, à òàêæå ñåðåäèíû îòðåçêîâAH,BH,CH
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé âäâîå ìåíüøå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC.
á) Ïðÿìàÿ Ýéëåðà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè H,O,M è öåíòð îêðóæíîñòè Ýéëåðà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è
íàéäèòå îòíîøåíèÿ, â êîòîðîì ïîñëåäíèå äâå òî÷êè äåëÿò îòðåçîê OH.

9. à) Îêðóæíîñòè ω è ωA � âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êè êàñàíèÿ ω è ωA ñ îòðåçêîì BC îáîçíà÷åíû ÷åðåç K è KA; òî÷êè L è LA ëåæàò íà ω è ωA è äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû K è KA ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KLA è KAL ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå A.
á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðî òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
ωB, ωC ñ ïðÿìîé BC.

10. Â òðåóãîëüíèê ABC íàïðîòèâ âåðøèí B è C âíåâïèñàíû îêðóæíîñòè ωB è ωC . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå,
ñîåäèíÿþùèå öåíòðû ωB è ωC ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ ωC è ωB ñ ïðÿìîé BC ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþòñÿ
íà âûñîòå òðåóãîëüíèêà, âûõîäÿùåé èç âåðøèíû A.

11. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ ABD è ACD ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî è ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå A, òîæå ðàâíû.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M ñîäåðæèò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷-
êàõ ìíîãîóãîëüíèêà M1è M2 ïîäîáíûõ Mñ êîýôôèöèåíòîì 1
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11. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
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