
×èñëà Ôèáîíà÷÷è

0. à) Êîñòÿ ïîäíèìàåòñÿ íà ëåñòíèöó. Îí ìîæåò øàãàòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó, ëèáî ïðûãàòü ÷åðåç îäíó. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè îí ìîæåò ïîäíÿòüñÿ íà 11þ ñòóïåíüêó?
á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óëîæèòü 11 äîìèíî 1× 2 â ïðÿìîóãîëüíèê 2× 11?

1. à) Ó Âåðîíèêè åñòü êâàäðàòèê 1×1. Êàæäûé ðàç ê áîëüøåé ñòîðîíå èìåþùåéñÿ ó íå¼ ôèãóðû Âåðîíèêà ïðèðèñîâûâàåò
êâàäðàò, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà ýòîé ñòîðîíå. Ïîñëå 11 òàêèõ ïðèðèñîâûâàíèé ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê. Íàéäèòå
åãî ñòîðîíû.
á) Âàíÿ íàíèçûâàåò íà íèòêó ìóõ è ñëåïíåé. Äâóõ ñëåïíåé ïîäðÿä íàíèçûâàòü íåëüçÿ. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ, êîòîðûìè Âàíÿ ìîæåò íàíèçàòü 11 íàñåêîìûõ.
â) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 1 è 2, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 11?

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë Fn, çàäàííàÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè. Ïåð-

âûå äâà ÷èñëà ðàâíû åäèíèöå, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ðàâíî ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ: , .

2. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è. Ôèáîíà÷÷è ïðèîáðåë ïàðó êðîëèêîâ. Êàæäàÿ ïàðà êðî-
ëèêîâ ðàç â ìåñÿö ïðîèçâîäèò íà ñâåò åùå ïàðó êðîëèêîâ, à íîâîðîæäåííûå ïðèíîñÿò ïåðâîå ïîòîìñòâî óæå ÷åðåç äâà
ìåñÿöà ïîñëå ðîæäåíèÿ. Ñêîëüêî ïàð êðîëèêîâ áóäåò ó Ôèáîíà÷÷è ÷åðåç ãîä?

3. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ çàïèñàí â â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû (ñì. ðèñóíîê). Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììû ÷èñåë íà äèàãîíàëÿõ ñíèçó ââåðõ íàïðàâî ðàâíû ÷èñëàì Ôèáîíà÷÷è.

4. ×åìó ðàâåí îñòàòîê îò äåëåíèÿ F100 íà F99 ?

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è âçàèìíî ïðîñòû.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m äåëèòñÿ íà n, Fm äåëèòñÿ íà Fn.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî à) ÷åòíûõ; á) êðàòíûõ 7. Êàêîâû íîìåðà ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è, äåëÿùèõñÿ íà 7?

7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, â ðÿäå Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ à) èìåþùèõ îñòàòîê
1 ïðè äåëåíèè íà n á) äåëÿùèõñÿ íà n.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p-çíà÷íûõ ÷èñåë, çàïèñûâàåìûõ p ïîñëåäíèìè öèôðàìè ÷èñåë ðÿäà Ôèáîíà÷÷è,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

9. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ â òðåóãîëüíèêå èçìåíèòü äëèíó îäíîé èç ñòîðîí (íî òàê, ÷òîá îí îñòàëñÿ òðåóãîëüíè-
êîì). Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî èç ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 ì ñäåëàòü ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 ñì?

10. Äåâÿòü ïàëîê äëèíîé ïî 1ì ñëîìàëè íà 17 ÷àñòåé êàæäóþ. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òðè êóñêà, èç êîòîðûõ ìîæíî
ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.

Äîìàøíåå çàäàíèå

11. Âîîáðàçèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëåíòà, ðàçáèòàÿ íà êëåòêè. Îíà óõîäèò âïðàâî è äëèòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî. Íà ïåðâóþ
êëåòêó ëåíòû ïîìåñòèì êóçíå÷èêà. Íà êàêîé áû èç êëåòîê ëåíòû îí íè íàõîäèëñÿ, îí ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî
âïðàâî: èëè íà îäíó êëåòêó, èëè íà äâå. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ, êîòîðûìè êóçíå÷èê ìîæåò äîïðûãàòü îò íà÷àëà
ëåíòû äî n-îé êëåòêè?

×èñëà Ôèáîíà÷÷è. Òîæäåñòâà

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

1. Äîêàæèòå, ÷òî (n+ 1)-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è íå áîëüøå 2n.

2. Äîêàæèòå, ÷òî
à) F1 + F2 + F3 + . . .+ Fn = Fn+2 − 1;
á) F2 + F4 + F6 + . . .+ F2n = F2n+1 − 1;
â) F1 + F3 + F5 + . . .+ F2n−1 = F2n.

3. Äîêàæèòå, ÷òî Fn+m = Fn−1Fm + FnFm+1.

4. Äîêàæèòå, ÷òî nF1 + (n− 1)F2 + . . .+ 2Fn−1 + Fn = Fn+4 − (n+ 3).

5. Äîêàæèòå, ÷òî F1 + 2F2 + . . .+ nFn = Fn+3 + 2 .

6. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
à) F 2

n + F 2
n+1 = F2n+1; á)F2n = F 2

n+1 − F 2
n−1 ; â)F2n = Fn(Fn+1 + Fn−1); ã) Fn+1Fn+2 − FnFn+3 = (−1)n.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ãäå Fn � n-ûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, à ñóììèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè âåäåòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà âåðõíèé èíäåêñ íå ïðåâîñõîäèò íèæíèé.

8. Äîêàæèòå òîæäåñòâà: à)F 2
1 + F 2

2 + . . .+ F 2
n = FnFn+1; á)F 2

n = Fn−1Fn+1 + (−1)n+1.

Äîáàâêà ïî ÷èñëàì Ôèáîíà÷÷è

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n â âèäå ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ íå÷¼òíûõ ñëàãàåìûõ? (Ïðåäñòàâëåíèÿ,
ðàçëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.)

10. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà 1, 2, 3, . . . , n? Íå ñîäåðæàùèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ìåíüøå,
÷åì 2? (Ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.)

12. Åñòü íàáîð ãèðü âåñà 1 ã, 2 ã, 4 ã, 8 ã, . . . , 256 ã. Ãðóç ðàçðåøàåòñÿ âçâåøèâàòü ñ ïîìîùüþ ýòîãî íàáîðà, êëàäÿ ãèðè íà
îáå ÷àøêè âåñîâ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêîé ãðóç íåëüçÿ âçâåñèòü áîëåå, ÷åì 55 ñïîñîáàìè;
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðóçà, êîòîðûé ìîæíî âçâåñèòü 55 ñïîñîáàìè.

13. Çàãàäàíî ÷èñëî îò 1 äî 144. Ðàçðåøàåòñÿ âûäåëèòü îäíî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ÷èñåë îò 1 äî 144 è ñïðîñèòü,
ïðèíàäëåæèò ëè åìó çàãàäàííîå ÷èñëî. Çà îòâåò äà íàäî çàïëàòèòü 2 ðóáëÿ, çà îòâåò íåò � 1 ðóáëü. Êàêàÿ íàèìåíüøàÿ
ñóììà äåíåã íåîáõîäèìà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàâåðíÿêà îòãàäàòü ÷èñëî?


