
10-1 Ìåæäóíàðîäíûé ðàçíîáîé 24 ñåíòÿáðÿ 2020

1. Ïåðåñòàíîâêó öåëûõ ÷èñåë 1, 2, . . . ,m áóäåì íàçûâàòü ñâåæåé, åñ-
ëè íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî k < m òàêîãî, ÷òî ïåðâûå k ÷èñåë
â ýòîé ïåðåñòàíîâêå � ýòî 1, 2, . . . , k â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ïóñòü fm
� êîëè÷åñòâî âñåõ ñâåæèõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, . . . ,m. Äîêàæèòå,
÷òî fn > nfn−1 äëÿ âñåõ n > 3.

2. Òî÷êà P âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD òàêîâà, ÷òî

∠PAD : ∠PBA : ∠DPA = 1 : 2 : 3 = ∠CBP : ∠BAP : ∠BPC.

Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ ∠ADP è ∠PCB ïåðåñåêàþòñÿ íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AB.

3. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 1. Íà ñêëîíå ãîðû åñòü n2 ñòàíöèé, âñå íà
ðàçíîé âûñîòå. Êàæäàÿ èç êîìïàíèé A è B óïðàâëÿåò k êàíàòíûìè
äîðîãàìè, êàæäàÿ êàíàòíàÿ äîðîãà îáåñïå÷èâàåò ïåðåìåùåíèå ñ îä-
íîé èç ñòàíöèé íà áîëåå âûñîêóþ (áåç ïðîìåæóòî÷íûõ îñòàíîâîê). Ó
êàæäîé êîìïàíèè êàíàòíûå äîðîãè èìåþò k ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ
òî÷åê è k ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ òî÷åê, ïðè ýòîì êàíàòíàÿ äîðîãà, êî-
òîðàÿ íà÷èíàåòñÿ âûøå, òàêæå è çàêàí÷èâàåòñÿ âûøå. Äëÿ êàêîãî
íàèìåíüøåãî k îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå ñòàíöèè òàêèå, ÷òî îò îäíîé
äî äðóãîé ìîæíî äîáðàòüñÿ òîëüêî êàíàòíûìè äîðîãàìè êîìïàíèè A,
à òàêæå òîëüêî êàíàòíûìè äîðîãàìè êîìïàíèè B?

4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîâî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, ñðàâíèìîå ñ k ïî ìîäóëþ m. Îáÿçàòåëüíî
ëè k ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ôèáîíà÷÷è?

5. Î âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF èçâåñòíî, ÷òî ∠A = ∠C =
∠E è ∠B = ∠D = ∠F . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áèññåêòðèñû âíóòðåí-
íèõ óãëîâ ∠A,∠C,∠E ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî è áèññåêòðèñû
âíóòðåííèõ óãëîâ ∠B,∠D,∠F ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

6. Íà äîñêå çàïèñàíû n > 1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ). Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ëþáûõ äâóõ èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì íåêîòîðûõ ÷èñåë íà
äîñêå (âîçìîæíî, îäíîãî). Ïðè êàêèõ n âñå ÷èñëà íà äîñêå îáÿçàòåëüíî
ðàâíû?
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