
¾Íè÷åãî ëè÷íîãî, ïðîñòî ìàòáîé¿ vs ¾Âîïëè ìàòåìàòèêîâ¿

1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ìíîæåñòâà M èç n òî÷åê ïëîñêîñòè îáùåãî
ïîëîæåíèÿ (íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé). Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k
ìîæíî äëÿ ëþáîãî M íàéòè ìíîæåñòâî K èç k òî÷åê òàêîå, ÷òî ñòðîãî âíóòðè
ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè èç M íàéä¼òñÿ òî÷êà ìíîæåñòâà K?

2. Ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c ðàâíî 1. Ìîãóò ëè âñå òðè ÷èñëà
2a− 1

b , 2b−
1
c , 2c−

1
a áûòü áîëüøå 1?

3.Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà a1, a2, . . . , an ÷èñåë 1, 2, . . . , n,
â êîòîðîé íè äëÿ êàêèõ èíäåêñîâ i, j, k, ãäå i < k < j, íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ak =

ai+aj

2 ?

4. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ
Z è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ BY è CZ, à òî÷êè
R è S òàêîâû, ÷òî BCY R è BCSZ � ïàðàëëåëîãðàììû. Äîêàæèòå, ÷òî GR = GS.

5. Ïóñòü x1 < x2 < x3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3 − 3x− 1. Äîêàæèòå, ÷òî

x2
3 − x2

2 = x3 − x1.

6. Îëÿ è Êàòÿ ïî î÷åðåäè (íà÷èíàåò Îëÿ) ðàññòàâëÿþò â êëåòêàõ òàáëèöû 6 × 6
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ñòàâèòü ÷èñëî, êîòîðîå óæå ñòîèò â êàêîé-íèáóäü êëåòêå,
íåëüçÿ. Ïîñëå òîãî, êàê âñÿ òàáëèöà çàïîëíåíà, â êàæäîé ñòðîêå çàêðàøèâàþò ÷¼ð-
íûì êëåòêó ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì. Îëÿ âûèãðûâàåò, åñëè ìîæíî ïðîâåñòè ëîìàíóþ,
ñîåäèíÿþùóþ âåðõíþþ ñòîðîíó òàáëèöû ñ íèæíåé ñòîðîíîé è ëåæàùóþ öåëèêîì
â ÷¼ðíûõ êëåòêàõ; èíà÷å âûèãðûâàåò Êàòÿ. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëà 2a − 1, 2b − 1 è a + b � ïðîñòûå.
Äîêàæèòå, ÷òî íè ab + ba, íè aa + bb íå äåëÿòñÿ íà a+ b.

8. Äàí âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì AD = CD. Òî÷êà P íà
ñòîðîíå AB è òî÷êà Q íà ñòîðîíå BC òàêîâû, ÷òî ∠ADC = 2∠PDQ. Îòðåçêè DH
è DM ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà PDQ. Òî÷êà
K 6= H íà ïðÿìîé PQ òàêîâà, ÷òî KM = MH. Äîêàæèòå, ÷òî DM ‖ BK.

9. Âåðøèíû ãðàôà çàíóìåðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 105, ïðè÷¼ì êàæ-
äîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ãðàôå íåò
öèêëîâ èç ÷åòûð¼õ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ
èç ïÿòè íå ïðåâîñõîäÿùèõ 105 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû
ñ íîìåðàìè èç ýòîé ïðîãðåññèè íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

10. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R→ R òàêèå, ÷òî f(1) = 1, à òàêæå äëÿ ëþáûõ x è y

f(x+ y) = 2xf(y) + 3yf(x).


