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Îïðåäåëåíèå. Ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ
åãî ìåäèàíå îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà, èç êîòîðîãî ïðîâåäåíà ìåäèàíà.

1. Ïóñòü BK � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC (òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå AC).

Äîêàæèòå, ÷òî
AK

KC
=

AB2

BC2
, ïðè ýòîì

sin∠ABK

sin∠CBK
=

sin∠C

sin∠A
.

2. Òî÷êà Q âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâà, ÷òî ∠ABQ = ∠CAQ, à òàêæå
∠ACQ = ∠BAQ. Äîêàæèòå, ÷òî AQ � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

3.Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêàABC, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ
A è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî BP � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

4. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ
íà BO êàê íà äèàìåòðå, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
AOC â òî÷êå S 6= O. Äîêàæèòå, ÷òî BS � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âîâíå ïîñòðîåíû êâàäðàòû ABXY è
BCKL. Ïðÿìûå XY è KL ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî BT � ñèìåäèàíà
òðåóãîëüíèêà ABC.

6. Ïóñòü CC0 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AC
è BC ïåðåñåêàþò CC0 â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå AA1 è BB1 ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî CR � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

7. Áèññåêòðèñà óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
ω â òî÷êå E, à ñòîðîíó AC � â òî÷êå D. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå
DE êàê íà äèàìåòðå, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå F 6= E. Äîêàæèòå, ÷òî BF �
ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

8. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB
â òî÷êå N è ñòîðîíó AC â òî÷êå M . Ïðÿìûå BM è CN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
P . Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BPN è CPM ïåðåñåêàþòñÿ âòîðè÷íî â
òî÷êå Q 6= P . Äîêàæèòå, ÷òî AQ � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

9. Â òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòà BH ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ω òðåóãîëü-
íèêà ABC â òî÷êå H ′, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà HMH ′ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå X 6= H ′. Äîêàæèòå, ÷òî BX �
ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà Ëåìóàíà � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñèìåäèàí.

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåìóàíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèÿ îò íå¼ äî ñòîðîí ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíàì ýòèõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí.

á) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà Ëåìóàíà � ýòî òàêàÿ òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà, äëÿ
êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äî ñòîðîí � íàèìåíüøàÿ.

â) Äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC îáîçíà÷èì ÷åðåç la ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñå-
ðåäèíó ñòîðîíû BC è ñåðåäèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû A. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ lb è lc. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå la, lb, lc ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ëåìóàíà.
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