
9 êëàññ Èíâåðñèÿ � 3 30 ìàðòà 2020

1. Íà ïëîñêîñòè âçÿòû øåñòü òî÷åê A1, A2, B1, B2, C1, C2 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1, A1B2C2, A2B1C2, A2B2C1 ïðîõîäÿò
÷åðåç îäíó òî÷êó, òî è îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ A2B2C2, A2B1C1,
A1B2C1, A1B1C2 òîæå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

2. Ïóñòü AH � âûñîòà îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êè K è L � ïðîåê-
öèè H íà ñòîðîíû AB è AC. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ KL â òî÷êàõ P è Q, à ïðÿìóþ AH � â òî÷êàõ A è T . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà
H ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PQT .

3. Äàíû îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íå¼, îòëè÷íàÿ îò öåíòðà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
âñåâîçìîæíûå ïàðû îêðóæíîñòåé, êàñàþùèåñÿ äàííîé èçíóòðè è äðóã äðóãà â òî÷-
êå P . Íàéäèòå ÃÌÒ ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì.

Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ïàðå îêðóæíîñòåé.

4. Óãëû AOB è COD ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì òàê, ÷òî ëó÷ OA ñîâìåùàåòñÿ ñ
ëó÷îì OC, à ëó÷ OB � ñ OD. Â íèõ âïèñàíû îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ
E è F . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AOE = ∠DOF .

5. Ïîðèçì Øòåéíåðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò öåïî÷êà îêðóæíîñòåé
S1, S2, . . . , Sn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ äâóõ ñîñåäíèõ (Sn êàñàåòñÿ Sn−1 è S1) è
äâóõ äàííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé R1 è R2, òî òàêèõ öåïî÷åê áåñêîíå÷íî
ìíîãî. À èìåííî, äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè T1, êàñàþùåéñÿ R1 è R2 (îäèíàêîâûì
îáðàçîì, åñëè R1 è R2 íå ëåæàò îäíà â äðóãîé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âíåøíèì è
âíóòðåííèì îáðàçîì), ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ öåïî÷êà èç n êàñàþùèõñÿ îêðóæíî-
ñòåé T1, T2, . . . , Tn.

6. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (BC < AC). Áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå P . Ïóñòü M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðå-
äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AC ñ âíåøíåé áèññåêòðèñîé óãëà BCA. Äîêàæèòå, òî
ñåðåäèíà îòðåçêà BC ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CPM .

7. a) Äàíû ÷åòûðå îêðóæíîñòè S1, S2, S3, S4. Ïóñòü S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ
A1 è A2, S2 è S3 � â òî÷êàõ B1 è B2, S3 è S4 � â òî÷êàõ C1 è C2, S4 è S1 � â òî÷êàõ
D1 è D2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè A1, B1, C1, D1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè
ïðÿìîé, òî è òî÷êè A2, B2, C2, D2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé.

á) Ñòîðîíû âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE ïðîäîëæèëè òàê, ÷òî îáðàçîâà-
ëàñü ïÿòèêîíå÷íàÿ çâåçäà AHBKCLDMEN . Îêîëî òðåóãîëüíèêîâ AHB, BKC,
CLD, DME, ENA îïèñàëè îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîñåäíèõ
îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî 5 èç íèõ, îòëè÷íûå îò A,B,C,D,E, ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ïîäñêàçêà: âîçìîæíî, âàì ïîìîæåò òî÷êà Ìèêåëÿ.
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