
1. Äâóì ìóäðåöàì íàïèñàëè íà ëáó ïî ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó (÷èñëà ìîãóò
áûòü ðàçíûå). Êàæäûé èç íèõ âèäèò ÷èñëî ñâîåãî òîâàðèùà, íî íå âèäèò
ñâî¼. Ó êàæäîãî èç ìóäðåöîâ åñòü ñâîÿ áîëüøàÿ áóìàæêà, íà êîòîðîé îí
ìîæåò íàïèñàòü íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë (âñ¼ îñòàëüíîå ìóäðåöàì
äåëàòü çàïðåùåíî: íàïðèìåð, îáùàòüñÿ èëè ñìîòðåòü â áóìàæêó òîâàðèùà).
Ìîãóò ëè ìóäðåöû äîãîâîðèòüñÿ òàê, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí èç íèõ âûïèñàë
íà ñâîþ áóìàæêó ÷èñëî íà ñâî¼ì ëáó?

Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî Q ñ÷¼òíî. Òàê ÷òî äëÿ óäîáñòâà
ïóñòü ñíà÷àëà ìóäðåöû äîãîâîðÿòñÿ î åäèíîì ñïîñîáå çàíóìåðîâàòü âñå ðà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà: q1, q2, . . . Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè çàäà÷ó ê íàòóðàëüíûì
÷èñëàì âìåñòî ðàöèîíàëüíûõ.

Ñòðàòåãèÿ äëÿ ìóäðåöîâ ïîäîéä¼ò, íàïðèìåð, òàêàÿ: åñëè ìóäðåö âè-
äèò íà ëáó äðóãîãî ìóäðåöà ÷èñëî qi, òî îí ïèøåò íà ñâî¼ì ëèñòêå ÷èñëà
q1, q2, . . . , qi. Òîãäà ÷èñëî íà ñâî¼ì ëáó óãàäàåò ìóäðåö ñ íàèìåíüøèì èç äâóõ
íîìåðîâ.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî áûëî îáîéòèñü è áåç ñ÷¼òíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè âñå
äðîáè ïðåäñòàâëÿòü â íåñîêðàòèìîì âèäå p

q , òî ê óñïåõó áû ïðèâåëà ñòðà-
òåãèÿ âûïèñûâàòü âñå äðîáè ñ ñóììîé ìîäóëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íå
áîëüøåé, ÷åì ó äðóãîãî ìóäðåöà.



2. Âëàä íàïèñàë îëèìïèàäó èç 5 çàäà÷, çà êàæäóþ èç êîòîðûõ ïîëó÷èë îò
0 äî 7 áàëëîâ. Íî îí íå ãîâîðèò ñâîè áàëëû, à ïðåïîäàâàòåëü åãî êðóæêà
Áîðèñ Àíäðååâè÷ õî÷åò èõ óãàäàòü. Îí ïèøåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïÿòè
îöåíîê, à Âëàä îòâå÷àåò, ïðàâäà ëè, ÷òî êàæäûé èç åãî áàëëîâ íå ìåíüøå
ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïèñàííîãî. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ
ïðåïîäàâàòåëü ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî îòãàäàòü áàëëû?

Ðåøåíèå. Âàðèàíòîâ òîãî, êàêàÿ ðàçáàëëîâêà ìîæåò áûòü ó Âëàäà, ðîâ-
íî 85 = 215. Ïîñêîëüêó ó êàæäîãî âîïðîñà âîçìîæíî âñåãî 2 îòâåòà, Áîðèñó
Àíäðååâè÷ó ïîíàäîáèòñÿ õîòÿ áû 15 âîïðîñîâ.

Çà 15 âîïðîñîâ óïðàâèòüñÿ ëåãêî, âåäü, ÷òîáû óçíàòü áàëëû ïî êàæäîé
i-é çàäà÷å, ïîíàäîáèòñÿ ðîâíî 3 âîïðîñà. Äëÿ ýòîãî íàäî óêàçûâàòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èç îäíèõ íóëåé, êðîìå i-é çàäà÷è, à â i-é çàäà÷å ïåðâûì âîïðî-
ñîì óêàçàòü 4, âòîðûì � 2 èëè 6, òðåòüèì � 1,3,5 èëè 7 (îòâåòó ¾äà¿/¾íåò¿
ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèå/óìåíüøåíèå ÷èñëà íà 2 èëè íà 1 íà ñëåäóþùåì
âîïðîñå).



3. Ëþáèòåëü àëãåáðû Âàíÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , x6 ñîñòàâèë
ñèñòåìó èç 12 óðàâíåíèé âèäà xi+xj +xk = 0 (âñå óðàâíåíèÿ � ðàçíûå, ò.å.
íå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ). Ñêîëüêî ðåøåíèé
ìîæåò èìåòü ýòà ñèñòåìà? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî (0, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëþáîé òàêîé
ñèñòåìû. Íàçîâ¼ì òàêîå ðåøåíèå òðèâèàëüíûì. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè åñòü
õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âñå ïåðåìåííûå â íåòðèâèàëüíîì ðåøåíèè ìîæíî äîìíîæèòü
íà ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå α 6= 0, è âíîâü ïîëó÷èòñÿ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ñèñòåìû, â êîòîðîé íåò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ò.å.
âñåãî îäíî ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâûå 4 óðàâíåíèÿ èìåþò âèä x1 + x2 + xi = 0
ïðè âñåõ 3 6 i 6 6 (îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x3 = x4 = x5 = x6), ñëåäóþùèå 3
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä xj + x5 + x6 = 0 ïðè âñåõ 1 6 j 6 3 (îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî x1 = x2 = x3), åù¼ îäíî óðàâíåíèå èìååò âèä x1 + x2 + x3 = 0 (îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî åñòü òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå). Îñòàâøèåñÿ 4 óðàâíåíèÿ
ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíûìè èç îñòàâøèõñÿ âîçìîæíûõ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ñèñòåìû, â êîòîðîé åñòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ò.å.
ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïóñòü âñå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä xi+xj+xk = 0,
ãäå 1 6 i 6 2, 3 6 j < k 6 6 (âñåãî óðàâíåíèé C1

2 · C2
4 = 12). Î÷åâèäíî,

÷òî (2, 2,−1,−1,−1,−1) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì òàêîé ñèñòåìû.
Ïîýòîìó è âñå øåñò¼ðêè (2α, 2α,−α,−α,−α,−α) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.



4. Äàíû ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB è öåíòðîì O è ïðÿìàÿ, ïåðåñåêà-
þùàÿ ïîëóîêðóæíîñòü â òî÷êàõ C è D, à ïðÿìóþ AB � â òî÷êå M (MB <
MA, MD < MC). Ïóñòü K � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïè-
ñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ AOC è DOB. Äîêàæèòå, ÷òî ∠MKO = 90◦.

Ðåøåíèå 1. Ò.ê. OA = OC è AOKC � âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê,
îáîçíà÷èì ∠KCO = ∠KAO = α è ∠OAC = ∠OCA = β. Èç âïèñàííîñòè
ABDC ïîëó÷àåì ∠BDM = β, èç âïèñàííîñòè ACKO ïîëó÷àåì ∠KOB =
α+β, à èç âïèñàííîñòè KOBD ïîëó÷àåì ∠KDB = 180◦− (α+β). Íî òîãäà
÷åòûð¼õóãîëüíèê AKDM ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì, ò.ê. ∠KAM + ∠KDM =
180◦. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠MKO = ∠AKM − ∠AKO = ∠ADM − ∠ACO =
∠ADB + ∠BDM − ∠ACO = 90◦ + β − β = 90◦ .

Ðåøåíèå 2. Ñäåëàåì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
AB. Òî÷êè A, B, C, D îñòàíóòñÿ íà ìåñòå, à òî÷êà K ïåðåéäåò â òî÷êó K ′

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BD. Òî÷êà M ïåðåéäåò â òî÷êó M ′ ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòè (COD) è ïðÿìîé AB, îòëè÷íóþ îò O. Îêðóæíîñòü (COD) �
îêðóæíîñòü Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà AK ′B (ò.ê. O � ñåðåäèíà AB, C è D
� îñíîâàíèÿ âûñîò), ïîýòîìó îíà âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå M ′ �
îñíîâàíèè âûñîòû, ñëåäîâàòåëüíî, K ′M ′ ⊥ AB. Ò.ê. OK ·OK ′ = OM ·OM ′,
òî òðåóãîëüíèêè OMK è OK ′M ′ ïîäîáíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ∠MKO = 90◦.



5. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïîêðàøåíî â êðàñíûé èëè ñèíèé öâåò, ïðè÷¼ì
÷èñåë êàæäîãî öâåòà áåñêîíå÷íî ìíîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî,
ÿâëÿþùååñÿ è ñóììîé äâóõ êðàñíûõ, è ñóììîé äâóõ ñèíèõ.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü êðàñíîå ÷èñëî a. Äîêàæåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò êðàñíîå ÷èñëî A > a òàêîå, ÷òî ñëåäîì çà íèì èä¼ò ñèíåå ÷èñ-
ëî A + 1. Ýòî î÷åâèäíî, âåäü èíà÷å âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ a,
áûëè áû êðàñíûìè, íî ñèíèõ ÷èñåë ïî óñëîâèþ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âûáå-
ðåì òåïåðü ñèíåå ÷èñëî b > A + 1. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ñèíåå ÷èñ-
ëî B > b, ñëåäîì çà êîòîðûì èä¼ò êðàñíîå ÷èñëî B + 1. Òîãäà ÷èñëî
A+B + 1 = A+ (B + 1) = B + (A+ 1) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Çàìå÷àíèå. Ïî ñóòè, óñëîâèå ðàâåíñòâà ñóìì äâóõ ñëàãàåìûõ ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé. À ðàçíîñòè, ðàâíûå 1, íàéòè ëåãêî.



6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB < BC) òî÷êà O � öåíòð îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, BHb � âûñîòà. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Hb ïàðàë-
ëåëüíî ïðÿìîé CO, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BO â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷-
êà X è ñåðåäèíû ñòîðîí AB è AC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå 1. ÏóñòüM � ñåðåäèíà AB. Êàê èçâåñòíî, ∠OBC = ∠OCB =
90◦ − ∠A. Äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî MX ‖ BC, èëè ÷òî ∠MXB = 90◦ − ∠A.
Çàìåòèì, ÷òî ∠HbXB = ∠XOC = 2∠OBC = 180◦ − 2∠A. Èç òðåóãîëüíèêà
ABHb ïîëó÷àåìMA =MB =MHb è ∠BMHb = ∠MAHb+∠MHbA = 2∠A.
Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå BMHbX ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦,
ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì. Âïèñàííûå óãëû ∠BXM è ∠MXHb îïè-
ðàþòñÿ íà ðàâíûå õîðäû, ïîýòîìó îíè ðàâíû. Îòñþäà ∠MXB = 1

2∠BXHb =
90◦ − ∠A, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèå 2. Ïîñ÷èòàåì â ñèíóñàõ! Âñå óãëû íà êàðòèíêå âåäü ñ÷èòàþòñÿ.
Ðàññìîòðèì òî÷êó N � ñåðåäèíó AC. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíà ëåæèò âíóò-

ðè òðåóãîëüíèêà HbOX. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ∠XNC = ∠C, îòñþäà è
ïîñëåäóåò, ÷òîX ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé BC (äëÿ àíàëîãè÷-
íûõ öåëåé ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü è òî÷êóM èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ,
íî äàâàéòå ÷òî-òî ðàçíîîáðàçèì). ×òîáû ïîñ÷èòàòü óãîë ∠XNC, íàéä¼ì â
òðåóãîëüíèêå HbXN ñòîðîíû HbX è HbN . Ò.ê. óãîë ìåæäó íèìè èçâåñòåí,
òî è äâà îñòàâøèõñÿ óãëà â ýòîì òðåóãîëüíèêå ìû íàéä¼ì.

Ïóñòü R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ∠A = α,
∠B = β, ∠C = γ. Èç ïàðàëëåëüíîñòè ∠XHbN = ∠NCO = 90◦ − β. Ëåãêî



ñ÷èòàþòñÿ îòðåçêè AB = 2R sin γ, BHb = 2R sinα sin γ, AHb = 2R sin γ cosα.
Òàêæå â òðåóãîëüíèêå BHbX ïîñ÷èòàåì óãëû ∠HbBO = ∠ABO−∠ABHb =
(90◦−γ)−(90◦−α) = α−γ è ∠HbXB = 180◦−(90◦+90◦−β+α−γ) = 180◦−2α.
Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå BHbX èìååì

HbX =
BHb

sin∠HbXB
·sin∠XBHb =

2R sinα sin γ

sin(180◦ − 2α)
·sin(α−γ) = R sin γ sin(α− γ)

cosα
.

Îòðåçîê HbN òîæå ñ÷èòàåòñÿ íåñëîæíî:

HbN =
AC

2
−AHb = R sinβ − 2R sin γ cosα = R(sinβ − 2 sin γ cosα) =

= R(sin(α+ γ)− 2 sin γ cosα) = R sin(α− γ).
Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå HbXN ñóììà äâóõ óãëîâ ∠HbXN è ∠HbNX ðàâíà
90◦ + β = 270◦ − α− γ, à èõ îòíîøåíèå ñèíóñîâ ðàâíî

sin∠HbXN

sin∠HbNX
=
HbN

HbX
=

cosα

sin γ
=

sin(90◦ − α)
sin(180◦ − γ)

.

Êàê ìû ïîìíèì ïî çàäà÷å 1 èç ïðîøëîãî ëèñòêà, ïî ñóììå óãëîâ è îòíî-
øåíèþ èõ ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå óãëû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ, ïîýòîìó
∠HbNX = 180◦ − γ è ∠XNC = γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèå 3. Ïóñòü K � ïðîåêöèÿ B íà ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A. ×åòûð¼õóãîëüíèê BKAHb âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ äèà-
ìåòðîì AB, ïîýòîìó ∠AKHb = ∠ABHb = 90◦−∠A = ∠OBC = ∠OCB. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî KHb ‖ CO, òåì ñàìûì, X � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ KHb è BO.
Íî ïðÿìûå KHb è BO ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà m ê BK, ïîýòîìó X ëåæèò íà m. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî m � ýòî
ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ñðåäíþþ ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ BC.

Çàìå÷àíèå. À ïîñ÷èòàòü çàäà÷ó â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ñëàáî?



7. Àíòîí çàäóìàë íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è âûïèñàë âñå åãî íàòóðàëü-
íûå äåëèòåëè íà äîñêó. Îí çàìåòèë, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ
÷èñåë íà äîñêå, óìåíüøåííàÿ íà 1, òîæå ïðèñóòñòâóåò íà äîñêå. ×òî çà ÷èñëî
ìîã çàäóìàòü Àíòîí?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî Àíòîíà, íàçîâ¼ì åãî n, � ýòî ñòåïåíü
ïðîñòîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà.

Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü
÷èñëà n. Ïðåäñòàâèì n â âèäå pm · k, ãäå k íå äåëèòñÿ íà p. Ïî óñëîâèþ
÷èñëî l = p + k − 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì n. Ïîêàæåì, ÷òî l âçàèìíî ïðî-
ñòî ñ k. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Åñëè ÍÎÄ(l, k) > 1, òî ÍÎÄ(p − 1, k) =
=ÍÎÄ(l − k, k) = ÍÎÄ(l, k) > 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî k èìååò êàêîé-òî
äåëèòåëü d, ãäå 2 6 d 6 p − 1. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ÷èñëà p. Ñëåäîâà-
òåëüíî, p+ k− 1 = pα. ßñíî, ÷òî α > 2, ò.ê. k > 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà p2

è k � âçàèìíî ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n, ò.å. p2 + k − 1 � äåëèòåëü ÷èñëà
n. Ïðè ýòîì p2 + k − 1 âçàèìíî ïðîñòî ñ k, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
k èìååò îáùèé äåëèòåëü ñ p2 − 1 = 2 · (p − 1) · p+1

2 , ÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå-
÷èò âûáîðó ÷èñëà p. Ñëåäîâàòåëüíî, p2 + k − 1 = pβ , ãäå β > 3. Íî òîãäà
pβ = p2 + k− 1 = p2 + (p+ k− 1)− p = p(p+ pα−1− 1), ÷òî íå äåëèòñÿ íà p2.
Ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, k = 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëà âèäà n = pα (ãäå p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå
÷èñëî) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå.Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ íàèìåíüøåãî/íàèáîëüøåãî ïðîñòîãî äå-
ëèòåëÿ ïîðîé âåñüìà ïîëåçíà.


