
9 êëàññ Ñèíóñû � 2 19 ìàðòà 2020

Ïàìÿòêà.

sin(−α) = − sinα, cos(−α) = cosα, sin2 α+ cos2 α = 1;
sin(π2 − α) = cosα, cos(π2 − α) = sinα, sin(π − α) = sinα, cos(π − α) = − cosα;
sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ, cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ;
sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1;

sinα sinβ = cos(α−β)−cos(α+β)
2 ; cosα cosβ = cos(α−β)+cos(α+β)

2 ;

sinα cosβ = sin(α+β)+sin(α−β)
2 ; sinα± sinβ = 2 sin α±β

2 cos α∓β2 ,

cosα+ cosβ = 2 cos α+β2 cos α−β2 , cosα− cosβ = −2 sin α+β
2 sin α−β

2 .

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëó÷ OB âíóòðè óãëà AOC îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî

çíà÷åíèþ âåëè÷èíû sin∠AOB
sin∠BOC .

2. Íà áèññåêòðèñå óãëà ñ âåðøèíîé A îòìå÷åíà òî÷êà P . ×åðåç P ïðîâîäèòñÿ

ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ B è C. Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà
1
AB + 1

AC íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðÿìîé.

3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êà B1 âíóòðè íåãî òàêîâà, ÷òî ∠B1AC = ∠A
3 ,

∠B1CA = ∠C
3 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè A1 è C1.

à) Ïóñòü ∠A = 3α,∠B = 3β,∠C = 3γ, R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC.
Äîêàæèòå, ÷òî AB1 = 8R sinβ sin γ sin(60◦ + β).

á) Òåîðåìà Ìîðëåÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê A1B1C1 � ïðàâèëüíûé.

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC íà ãèïîòåíóçó AC îïóùåíà âûñîòà BH.

Íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà D, íà îòðåçêå BH � òî÷êà E, à íà îòðåçêå CH �

òî÷êà F òàê, ÷òî ∠BAD = ∠CAE è ∠AFE = ∠CFD. Äîêàæèòå, ÷òî ∠AEF = 90◦.

5. Ïðÿìàÿ l, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îðòîöåíòð H îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AC è BC â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç H ïåðïåíäèêóëÿðíî l, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB òðåóãîëüíèêà â òî÷êå F .
Äîêàæèòå, ÷òî DH

HE = AF
FB .

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïîñòðîåíà òî÷êà D, ñèììåòðè÷íàÿ öåíòðó I âïèñàííîé

îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

AD2 = 4R2 −AB ·AC, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

7. Áèññåêòðèñà óãëà A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò åãî îïèñàí-

íóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå A0 6= A. Ïóñòü B1 è C1 � ñåðåäèíû AC è AB ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AC è AB ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AA0 â òî÷êàõ B2

è C2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A0B1B2 è A0C1C2 ðàâíîâåëèêè.

8. Òî÷êà X ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç

óãëîâ ∠XAB, ∠XBC, ∠XCA íå ïðåâîñõîäèò 30◦.
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