
1. Èìååòñÿ íàáîð èç n ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî îäíà ôàëüøèâàÿ è
âåñèò ëåã÷å îñòàëüíûõ. Â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ íåóâåðåííûå

äâóõ÷àøå÷íûå âåñû, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ ìîæíî îïðåäåëèòü,
íà êàêîé èç ÷àø ãðóç íå òÿæåëåå, ÷åì íà ïðîòèâîïîëîæíîé (â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà ãðóçîâ íà ÷àøàõ âåñû ìîãóò ïîêàçàòü íà ëþáóþ ÷àøó). Çà
êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ãàðàíòèðîâàííî óäàñòñÿ íàéòè
ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

Ðåøåíèå. Ñëó÷àé n = 1 î÷åâèäåí. Ïóñòü òåïåðü n > 1.
Ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 2k > n (òàê

íàçûâàåìûé äâîè÷íûé ëîãàðèôì n, îêðóãë¼ííûé ââåðõ ). Äîêàæåì,
÷òî ýòî ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì â çàäà÷å.

Â ñèëó âûáîðà k, âåðíî 2k−1 < n. Ïðåäïîëîæèì, ôàëüøèâóþ ìî-
íåòó ìîæíî íàéòè íå áîëåå ÷åì çà k − 1 âçâåøèâàíèå. Âîçìîæíûõ
êîìáèíàöèé ïîêàçàíèé âåñîâ íå áîëåå, ÷åì 2k−1 (íà êàæäîì ýòàïå ìû
ïîëó÷àåì îò âåñîâ çíàê > èëè 6), à âîçìîæíûõ ôàëüøèâûõ ìîíåò
áîëüøå, ÷åì 2k−1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. ðàçíûì ìîíåòàì äîëæ-
íû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå èòîãîâûå êîìáèíàöèè ïîêàçàíèé âåñîâ.

Ñïðàâèòüñÿ çà k âçâåøèâàíèé ëåãêî. Ïóñòü ïåðåä êàæäûì i-ì âçâå-
øèâàíèåì ó íàñ åñòü ai 6 2k+1−i ïîäîçðèòåëüíûõ ìîíåò (ò.å. ôàëüøè-
âàÿ òî÷íî íàõîäèòñÿ ñðåäè íèõ). Âûäåëèì äâå ïðîèçâîëüíûå êó÷è ïî
[ai
2
] ìîíåò è ïîëîæèì èõ íà ðàçíûå ÷àøè. Òîãäà ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëè-

áî íà ÷àøå, êîòîðàÿ íå òÿæåëåå äðóãîé, ëèáî îòëîæåííàÿ, åñëè òàêàÿ
âîîáùå áûëà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîäî-
çðèòåëüíûõ ìîíåò îñòàëîñü ai+1 6 2k−i. Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k, íàéä¼ì ôàëüøèâóþ ìîíåòó.

Âîïðîñ. À ñêîëüêî âçâåøèâàíèé ïîíàäîáèëîñü áû, åñëè áû âåñû
âäîáàâîê ê íåóâåðåííîñòè áûëè áû åù¼ è õëèïêèìè, ò.å. ëîìàëèñü áû,
åñëè õîòÿ áû íà îäíîé èç ÷àø íàõîäèëîñü áîëåå îäíîé ìîíåòû?



2. Ôîêóñíèê è åãî àññèñòåíò ïîêàçûâàþò ôîêóñ. Ôîêóñíèê âûõîäèò
èç çàëà. Àññèñòåíò äîñòà¼ò êîëîäó èç n êàðò è ïðîñèò òðîèõ çðèòåëåé
âûáðàòü ïî îäíîé êàðòå. Ïîñìîòðåâ íà âûáðàííûå çðèòåëÿìè êàðòû,
îí äîáàâëÿåò ê íèì åù¼ îäíó èç êîëîäû. Çðèòåëè òàñóþò ýòè ÷åòûðå
êàðòû è çîâóò ôîêóñíèêà. Îí ñìîòðèò íà ÷åòûðå êàðòû è óãàäûâàåò,
êàêóþ èç íèõ âûáðàë ïåðâûé çðèòåëü, êàêóþ � âòîðîé, à êàêóþ �
òðåòèé. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n òàêîé ôîêóñ âîçìîæåí?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô, îäíà äîëÿ A êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóåò âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì èç 4 êàðò íàøåé êîëî-
äû, à äðóãàÿ äîëÿ B � âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì èç 3 êàðò. Ïðîâå-
ä¼ì ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè èç ðàçíûõ äîëåé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
èì íàáîðû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äîáàâëåíèåì/óäàëåíèåì îäíîé
êàðòû.

Óñëîâèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîáû â òàêîì ãðàôå ñóùåñòâî-
âàëî ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå âñå âåðøèíû B. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-

äèìî óñëîâèå |A| > |B|, ò.å.
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4!
> n(n − 1)(n − 2),

îòêóäà n− 3 > 24 è n > 27.
Óáåäèìñÿ, ÷òî n = 27 äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïàðî-

ñî÷åòàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîéì¼ì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû Õîëëà.
Ðàññìîòðèì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ B, ñîñòîÿùåå èç k âåðøèí. Ðàñ-
ñìîòðèì âñå âåðøèíû A, ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç C.
Ïîñêîëüêó èç êàæäîé âåðøèíû c ∈ C âåä¼ò â A ðîâíî n− 3 ðåáðà, òî
ð¼áåð èç C â A âåä¼ò k(n− 3), ïðè÷¼ì â êàæäóþ âåðøèíó A âåä¼ò íå
áîëåå 4! ð¼áåð. Èòîãî, ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí A, ñìåæíûõ õîòÿ áû

ñ îäíîé âåðøèíîé èç C, íå ìåíåå
k(n− 3)

4!
=

k · 24
4!

= k. Çíà÷èò, ïðè

n = 27 ócëîâèå ëåììû Õîëëà âûïîëíåíî, è èñêîìîå ïàðîñî÷åòàíèå ñó-
ùåñòâóåò. Ñîãëàñíî åìó ôîêóñíèê ñ àññèñòåíòîì è áóäóò äåéñòâîâàòü.

Çàìå÷àíèå. Ãðàôû � ñèëà!



3. Äàíû 5 ãèðü ðàçíîãî âåñà. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî âûáðàòü óïî-
ðÿäî÷åííóþ òðîéêó ãèðü (A,B,C) è óçíàòü, âåðíî ëè óòâåðæäåíèå
¾m(A) < m(B) < m(C)¿ (ãäå m(X) îáîçíà÷àåò âåñ ãèðè X). Ìîæ-
íî ëè çà 9 òàêèõ îïåðàöèé óçíàòü ïîðÿäîê âåñîâ ãèðü?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî çà 9 îïåðàöèé óçíàòü ïîðÿäîê íåëüçÿ.
Èçíà÷àëüíî åñòü 5! = 120 âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èâàíèÿ

ãèðü. Ñðåäè íèõ ëèøü â 5!
3!

= 20 ñïîñîáàõ ëþáîå óòâåðæäåíèå òèïà
¾m(A) < m(B) < m(C)¿ áóäåò âåðíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé óïðàâèòüñÿ çà
9 îïåðàöèé. Ïóñòü íà ïåðâûå 4 âîïðîñà íàì îòâå÷àþò, ÷òî óòâåðæäå-
íèå íåâåðíî. Òîãäà 4 ðàçà ïîäðÿä ìû îòìåòàåì íå áîëåå, ÷åì ïî 20
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, è âàðèàíòîâ îñòàíåòñÿ õîòÿ áû 120−4·20 = 40.
Ïîñêîëüêó êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ 5 âîïðîñîâ èìååò 2 âîçìîæíûõ èñ-
õîäà, òî ìû íå ñìîæåì ðàçëè÷èòü âñå îñòàâøèåñÿ 40 > 25 âàðèàíòîâ.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ïðèìåð çàäà÷è, ãäå î÷åâèäíîé îöåíêè íåäîñòà-
òî÷íî: îòâåòû íà ïåðâûå âîïðîñû ìîãóò äàâàòü ñëèøêîì ìàëî èí-
ôîðìàöèè.



4. Ó Âëàäà åñòü 100 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò. Îí çíàåò, ÷òî ñðåäè
íèõ 30 íàñòîÿùèõ è 70 ôàëüøèâûõ ìîíåò. Êðîìå òîãî, îí çíàåò, ÷òî
ìàññû âñåõ íàñòîÿùèõ ìîíåò îäèíàêîâû, à ìàññû âñåõ ôàëüøèâûõ
ðàçëè÷íû, ïðè÷¼ì êàæäàÿ ôàëüøèâàÿ ìîíåòà òÿæåëåå íàñòîÿùåé. Çà
êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ Âëàä
ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî íàéòè õîòÿ áû îäíó íàñòîÿùóþ ìîíåòó?

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî 70 âçâåøèâàíèé äîñòàòî÷íî. Ñëîæèì âñå
100 ìîíåò â êó÷ó. Êàæäûì âçâåøèâàíèåì Âëàä áóäåò âûáèðàòü äâå
ìîíåòû èç êó÷è è ñðàâíèâàòü èõ. Åñëè èõ ìàññû ðàâíû, òî îáå ìî-
íåòû íàñòîÿùèå, è òðåáóåìàÿ ìîíåòà íàéäåíà. Åñëè æå íåò, òî áîëåå
òÿæ¼ëàÿ ìîíåòà � ôàëüøèâàÿ, è å¼ ìîæíî âûáðîñèòü èç êó÷è. ×å-
ðåç 70 òàêèõ âçâåøèâàíèé, åñëè ðàâåíñòâà íèêîãäà íå áóäåò, òî â êó÷å
îñòàíåòñÿ 30 ìîíåò, ïðè÷¼ì âñå íàñòîÿùèå îñòàíóòñÿ â êó÷å. Çíà÷èò,
â ýòîì ñëó÷àå Âëàä äàæå íàéä¼ò âñå 30 íàñòîÿùèõ ìîíåò.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó Âëàäà åñòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
ãàðàíòèðîâàííî íàéòè íàñòîÿùóþ ìîíåòó íå áîëåå, ÷åì çà 69 âçâå-
øèâàíèé. Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî � äàæå â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ìàññû òàêîâû: ìàññà íàñòîÿùåé ìîíåòû ðàâíà 1

100
, à ìàññà mi,

i-é ôàëüøèâîé ìîíåòû, ðàâíà 2i. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ðåçóëü-
òàò ëþáîãî âçâåøèâàíèÿ, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ òàê: åñëè íà ÷àøêàõ
åñòü õîòÿ áû îäíà ôàëüøèâàÿ ìîíåòà, òî ïåðåâåñèò ÷àøêà, íà êîòîðîé
ëåæèò ôàëüøèâàÿ ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì (ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî s
âåðíî 2s > 2s−1 + 2s−2 + . . .+ 30 · 1

100
).

Èòàê, ïóñòü Âëàä äåéñòâóåò ïî ñâîåìó àëãîðèòìó. Ìû áóäåì ñî-
îáùàòü åìó ðåçóëüòàòû âçâåøèâàíèé è ïðèñâàèâàòü íåêîòîðûì ìîíå-
òàì ìàññû mi. Ïðè ýòîì ïîñëå êàæäîãî âçâåøèâàíèÿ ïðèñâîåííûìè
îêàæóòñÿ âåñà m70, m69, . . ., m70−i ïðè íåêîòîðîì i. Åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìîíåòû äåéñòâèòåëüíî èìåþò òàêèå ìàññû (à îñòàëüíûå ìàññû
ðàñïðåäåëåíû êàê óãîäíî), òî ðåçóëüòàòû âçâåøèâàíèé áóäóò òàêèìè,
êàê ìû ñîîáùèëè.

Ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè âûáåðåì ëþáóþ ìîíåòó íà ÷àøêàõ, ïðè-
ñâîèì åé ìàññó m70 è ñîîáùèì, ÷òî ÷àøêà ñ íåé òÿæåëåå. Ïðè êàæ-
äîì ñëåäóþùåì âçâåøèâàíèè, åñëè íà âåñàõ óæå ïðèñóòñòâóåò ìîíåòà
ñ ïðèñâîåííîé ìàññîé, òî ìû âûáåðåì èç òàêèõ ìàññ íàèáîëüøóþ è
ñîîáùèì, ÷òî ÷àøêà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîíåòîé ïåðåâåñèëà. Åñëè æå
íèêàêîé ìîíåòå íà âåñàõ ìàññà åù¼ íå ïðèñâîåíà, òî ìû îïÿòü âûáåðåì



ëþáóþ ìîíåòó íà ÷àøêàõ, ïðèñâîèì åé íàèáîëüøóþ åù¼ íå ïðèñâî-
åííóþ ìàññó è ñîîáùèì, ÷òî ÷àøêà ñ íåé òÿæåëåå. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïðè ýòîì òðåáóåìûå óñëîâèÿ ñîáëþäàþòñÿ.

Åñëè Âëàä ñîâåðøèë íå áîëåå 69 âçâåøèâàíèé, òî íå áîëåå 69 ìàññ
îêàæóòñÿ ïðèñâîåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, m1 ïðèñâîåííîé íå áóäåò. Çíà-
÷èò, ìàññó m1 ìîæåò èìåòü ëþáàÿ ìîíåòà, êîòîðîé ìàññà åù¼ íå ïðè-
ñâîåíà, è ïðè ýòîì âñå ðåçóëüòàòû âçâåøèâàíèé îñòàíóòñÿ òàêèìè, êàê
ìû ñîîáùèëè. Ïîýòîìó Âëàä íå ñìîæåò óêàçàòü íà çàâåäîìî íàñòîÿ-
ùóþ ìîíåòó.


