
6. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ r è R êàñàþòñÿ ïðÿìîé l â òî÷êàõ A è B.
Ïóñòü C � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé, íàèáîëåå óäàë¼ííàÿ îò l.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC íå çàâèñèò

îò ïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé.

Ðåøåíèå. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, òî÷êà A ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè

ðàäèóñà r, íàçîâ¼ì å¼ ω, à òî÷êà B ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè ðàäèóñà R,
íàçîâ¼ì å¼ Ω.

Ïóñòü ∠BAC = α, ∠ABC = β. Òîãäà íà äóãó AC â ω îïèðàåòñÿ âïèñàí-

íûé óãîë α, ïîýòîìó AC = 2r sinα, àíàëîãè÷íî BC = 2R sinβ.
Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èìååì

2RABC =
√

2RABC · 2RABC =

√
AC

sinβ
· BC

sinα
=

√
AC

sinα
· BC

sinβ
=
√

2r · 2R,

÷òî íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè íàäî, ÷òîáû èñêîìûé ðàäèóñ íå çàâèñåë îò ïîëîæå-

íèÿ îêðóæíîñòåé, òî ÿñíî, ÷òî â ðåàëüíîñòè îí çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñîâ

èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé. Ïîýòîìó èòîãîâàÿ ôîðìóëà äëÿ íåãî íå äîëæíà ñî-

äåðæàòü êàêèå-òî íåïîíÿòíûå óãëû, à òîëüêî ðàäèóñû. ×òîáû èçáàâëÿòüñÿ

îò íåïîíÿòíûõ âåëè÷èí (â äàííîì ñëó÷àå, óãëîâ), èíîãäà êàêèå-òî îòíîøå-

íèÿ íàäî ïåðåìíîæàòü. Ïîõîæèå ñîîáðàæåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷å 9.

7. AA1, BB1, CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îðòîöåíòðàõ òðåóãîëüíèêîâ AB1C1, BC1A1,

CA1B1 ðàâåí òðåóãîëüíèêó A1B1C1.

Ðåøåíèå.ÏóñòüHa, Hb, Hc � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâAB1C1,BC1A1,

CA1B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæåì ðàâåíñòâîHaHb = A1B1, îòêóäà àíàëîãè÷-

íî ïîñëåäóþò ðàâåíñòâà HbHc = B1C1 è HaHc = A1C1, è èñêîìûå òðåóãîëü-

íèêè îêàæóòñÿ ðàâíû ïî òð¼ì ñòîðîíàì.

Ïðÿìûå B1Ha è A1Hb ïåðïåíäèêóëÿðíû AB, ïîýòîìó B1Ha ‖ A1Hb.

Äîêàæåì, ÷òî B1Ha = A1Hb, îòêóäà ïîñëåäóåò, ÷òî HaHbA1B1 � ïàðàëëå-

ëîãðàìì, è HaHb îêàæåòñÿ ðàâåí A1B1.

Âû÷èñëèì îòðåçîê B1Ha. Ýòî ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü, èñïîëüçîâàâ âû-

÷èñëåíèÿ èç çàäà÷è 1 + ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ ABC è AB1C1 ñ êîýôôèöè-

åíòîì cosα. Íî ìû ïîñ÷èòàåì åãî ñ íóëÿ.

Ïóñòü ∠BAC = α, ∠ABC = β, ∠ACB = γ. R � ðàäèóñ îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîñêîëüêó ÷åòûð¼õóãîëüíèê BCB1C1 âïè-

ñàí, òî ∠AB1C1 = β è ∠AC1B1 = γ. Ïîñêîëüêó B1Ha ⊥ AC1 è AHa ⊥ B1C1,

òî ∠B1AHa = 90◦ − β è ∠AB1Ha = 90◦ − α.
Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå AB1Ha èìååì

B1Ha =
AB1

sin∠AHaB1
· sin∠B1AHa =

AB cosα

sin(180◦ − γ)
· sin(90◦ − β) =

=
2R sin γ cosα

sin γ
· cosβ = 2R cosα cosβ.

Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî α è β, òî è îòðåçîê

A1Hb ðàâåí òîìó æå.



8. Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå I. Ïðÿìàÿ, ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ïðÿìîé AB îòíîñèòåëüíî CI, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé, ñèììåòðè÷-
íîé ïðÿìîé AC îòíîñèòåëüíî BI, â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî KI ⊥ BC.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ KI ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå P . Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî âñå îòìå÷åííûå äóæêàìè óãëû íà ðèñóíêå ñ÷èòàþòñÿ (ò.å. âû-

÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ). Ïîýòîìó ïîíèìàíèå (óìåíèå

âû÷èñëÿòü) óãëà ìåæäó KI è BC ðàâíîñèëüíî ïîíèìàíèþ óãëîâ, êîòîðûå

ïðÿìàÿ KI îáðàçóåò ñ ïðÿìûìè BB1 è CC1, à òàêæå ñ ïðÿìûìè KC1 è

KB1.

Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå KB1IC1 ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü âñå óãëû, à òàêæå

ñòîðîíû IC1 è IB1. Îòñþäà ìîæíî âû÷èñëèòü è óãëû ∠C1KI è ∠B1KI.
Ïîêàæåì, êàê èìåííî âñ¼ ýòî ñäåëàòü.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ∠BC1C = ∠KC1C = α+ γ
2 , ∠BB1C = ∠BB1K = α+β

2 .

Ïîñ÷èòàåì îòðåçîê IC1. Ýòî ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü, èñïîëüçîâàâ âû-

÷èñëåíèÿ èç çàäà÷è 1, íî ìû ïîñ÷èòàåì åãî ñ íóëÿ. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â

òðåóãîëüíèêå BCC1 èìååì BC1 =
BC

sin∠BC1C
· sin∠BCC1 =

2R sinα sin γ
2

sin(α+ γ
2 )

.

Äàëåå, ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå BIC1 èìååì

IC1 =
BC1

sin∠BIC1
· sin∠IBC1 =

2R sinα sin γ
2 sin β

2

sin(α+ γ
2 ) sin(90◦ − α

2 )
=

4R sin α
2 sin β

2 sin γ
2

sin(α+ γ
2 )

,

àíàëîãè÷íî IB1 =
4R sin α

2 sin β
2 sin γ

2

sin(α+ β
2 )

. Ñëåäîâàòåëüíî,
IC1

IB1
=

sin(α+ β
2 )

sin(α+ γ
2 )
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ KIC1 è KIB1, ïîëó÷àåì
IC1

sin∠IKC1
=

KI

sin∠KC1I
è

IB1

sin∠IKB1
=

KI

sin∠KB1I
.

Ïîäåëèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå, ïîëó÷èì

IC1

IB1
· sin∠IKB1

sin∠IKC1
=

sin∠KB1I

sin∠KC1I
=

sin(α+ β
2 )

sin(α+ γ
2 )
.

Ñ ó÷¼òîì âûøå íàéäåííîãî
IC1

IB1
, ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîøåíèå ñèíóñîâ

sin∠IKB1

sin∠IKC1
ðàâíî 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ∠IKB1 +∠IKC1 = 180◦ (î÷åâèäíî, ýòî íå
òàê), ëèáî ∠IKB1 = ∠IKC1, ò.å. KI � áèññåêòðèñà óãëà B1KC1, ðàâíîãî

360◦−(α+ γ
2 +α+ β

2 +90◦+ α
2 ) = 180◦−2α. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠IKB1 = 90◦−α,

îòêóäà ∠BIP = ∠B1IK = 180◦ − (90◦ − α + α + β
2 ) = 90◦ − β

2 , îòêóäà

∠IPB = 90◦.
Çàìå÷àíèå. Òî, ÷òî KI � áèññåêòðèñà óãëà B1KC1, ìîæíî áûëî äîêà-

çàòü è ïðîùå: òî÷êà I ëåæèò íà áèññåêòðèñàõ ÷åòûð¼õ óãëîâ ïÿòèóãîëüíèêà
KB1CBC1, ïîýòîìó ëåæèò è íà áèññåêòðèñå ïÿòîãî óãëà ∠B1KC1.

Íî ñïîñîá, îïèñàííûé âûøå, óíèâåðñàëüíåå: ýòî ïðèìåð òîãî, êàê ìîæíî

ïîäáèðàòüñÿ ê íåèçâåñòíûì óãëàì, íå íàõîäÿ â êàðòèíêå ñêðûòûå â íåé

ãåîìåòðè÷åñêèå ôàêòû. Íàéäÿ îòíîøåíèå ñèíóñîâ óãëîâ è çíàÿ èõ ñóììó,

ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñàìè óãëû (îñîáåííî õîðîøî, åñëè ìû çíàåì,

÷åìó îíè äîëæíû áûòü ðàâíû). Ýòîò ôàêò ìû ñòðîãî äîêàæåì â ñëåäóþùåì

ëèñòêå ïðî ñèíóñû.



9. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå N .

Êàñàòåëüíàÿ ê âíóòðåííåé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå K, ïåðåñåêà-

åò âíåøíþþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Ïóñòü M � ñåðåäèíà äóãè AB,
íå ñîäåðæàùåé òî÷êó N . Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-

óãîëüíèêà BMK íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè K íà âíóòðåííåé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ω � ýòî âíåøíÿÿ îêðóæíîñòü, ω � âíóòðåííÿÿ, à R è

r � èõ ðàäèóñû ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî ëåììå Àðõèìåäà òî÷êè N,K,M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü îòðåçîê BN ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå P . Â ñèëó ãîìîòåòèè ω è Ω ñ

öåíòðîì N , èìååì PN
BN = r

R , îòêóäà
BP
BN = R−r

R . Â ñèëó ñòåïåíè òî÷êè èìååì

BK2 = BP ·BN .

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èìååì

2RBMK =
BK

sin∠BMK
=

√
BK2

sin2∠BMK
=

√
BP ·BN

sin2∠BMK
=

=

√
R− r
R
· BN2

sin2∠BMK
=

√
R− r
R
· (2R)2,

÷òî íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè K.

10. Íà ñòîðîíàõ AB,BC,CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû C ′, A′, B′ ñî-
îòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíè-

êîâ ABC è A′B′C ′ ñîâïàäàþò, à ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-
êà A′B′C ′ âäâîå ìåíüøå, ÷åì ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC � ïðàâèëüíûé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü B′A′C ′ � íàèáîëüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà A′B′C ′ (èëè
îäèí èç íèõ), îí íå ìåíüøå 60◦.

Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû èç òî÷êè I íà ñòîðîíû A′C ′ è BC (îíè æå

ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé) IP = r è IQ = 2r. Çàìåòèì, ÷òî

r = IP = IA′ sin
∠B′A′C ′

2
> IA′ sin 30◦ =

IA′

2
>
IQ

2
= r,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îáà íåðàâåíñòâà äîëæíû îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâà, ò.å.

∠B′A′C ′ = 60◦ (ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê A′B′C ′ � ïðàâèëüíûé, à I �

åãî öåíòð), à òàêæå IA′ = IQ (ñëåäîâàòåëüíî, IA′ ⊥ BC). Ïîñêîëüêó òðå-

óãîëüíèê A′B′C ′ îêàçàëñÿ ïðàâèëüíûì, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî

ïîâòîðèòü äëÿ óãëîâ A′B′C ′ è A′C ′B′. Òîãäà IB′ ⊥ AC è IC ′ ⊥ AB, îòêóäà
ëåãêî âûâåñòè, ÷òî è òðåóãîëüíèê ABC � ïðàâèëüíûé.

Çàìå÷àíèå. Ýòî áûë ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, â êîòîðîé íåîæè-

äàííî ïîìîãàþò ãåîìåòðè÷åñêèå îöåíêè (ïðèâåò ëþáèòåëÿì àëãåáðû!). Äà,

áûâàåò è òàêîå.


