
9 êëàññ Ìíîãî÷ëåíû íàä Z 5 ìàðòà 2020

1. Ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîâû, ÷òî P (k)
äåëèòñÿ íà Q(k) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k. Äîêàæèòå, ÷òî P (x) äåëèòñÿ íà Q(x).

2. Óðàâíåíèå xn+ a1x
n−1+ . . .+ an−1x+ an = 0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

èìååò n ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáûå äâà åãî êîðíÿ

âçàèìíî ïðîñòû, òî è ÷èñëà an−1 è an âçàèìíî ïðîñòû.

3. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëî P (a+ b) ÿâëÿåòñÿ öåëûì â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî P (a) + P (b) ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

4. Íàçîâåì ìíîãî÷ëåí öåëîçíà÷íûì, åñëè îí âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ ïðèíè-

ìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ.

à) Îáÿçàòåëüíî ëè âñå êîýôôèöèåíòû öåëîçíà÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïå-

íè n ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè?

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ

â k + 1 ïîñëåäîâàòåëüíîé öåëîé òî÷êå, òî îí öåëîçíà÷åí.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (x) � öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî
ìíîãî÷ëåí n!P (x) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n > 1 òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå öå-

ëûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an è ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ

êîòîðûõ P (a1) = a2, P (a2) = a3, . . . , P (an) = a1.

6. Ó ïðèâåäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

åñòü îáùèé íåöåëûé êîðåíü α. Äîêàæèòå, ÷òî ó íèõ åñòü åùå îáùèé íåöåëûé
êîðåíü β 6= α (âîçìîæíî, êîìïëåêñíûé).

7. Öåëûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ÷èñëà a/b + b/c + c/a è a/c + c/b + b/a
òîæå öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî |a| = |b| = |c|.

8. Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è íàòóðàëüíîå
÷èñëî k. Îêàçàëîñü, ÷òî P (Q(x))− x ... k ïðè âñåõ öåëûõ x. Äîêàæèòå, ÷òî è
Q(P (x))− x ... k ïðè âñåõ öåëûõ x.

9. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,

k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Qk(x) = P (. . . P (P (x)) . . . )
(ìíîãî÷ëåí P ïðèìåíåí k ðàç). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Qk(x) − x èìååò

íå áîëåå n öåëûõ êîðíåé.
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