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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ
èíúåêöèåé, åñëè èç òîãî, ÷òî x1 6= x2,
ñëåäóåò, ÷òî f(x1) 6= f(x2);

ñþðúåêöèåé, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y
íàéäåòñÿ x ∈ X òàêîé, ÷òî f(x) = y.

1. Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, |X| = m, |Y | = n. Íàéäèòå ÷èñëî
à) èíúåêöèé; á) ñþðúåêöèé èç X â Y .

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà X è Y ðàâíîìîùíû, åñëè ñóùåñòâó-
åò áèåêöèÿ f : X → Y , òî åñòü ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî èíúåêöèåé è
ñþðúåêöèåé. Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî N, è êîíòè-

íóàëüíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî èíòåðâàëó (0, 1).

2. Äîêàæèòå, ÷òî Q ñ÷åòíî.

3. Óñòàíîâèâ áèåêöèþ, äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà [0, 1), [0, 1] è R êîíòèíóàëüíû.

4. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿòðàíñöåíäåíòíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñóùåñòâóþò ëè òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà?

5. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê è êâàäðàò ðàâíîìîùíû.

6. Äîêàæèòå, ÷òî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî
à) ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé;
á) ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòóðîâ âîñüìåðîê íà ïëîñêîñòè;
â) ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ áóêâ ¾Ò¿ íà ïëîñêîñòè.

7. Íàçîâåì áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü ïî÷òè ðàöèîíàëüíîé, åñëè êàæäóþ åå
öèôðó ìîæíî çàìåíèòü íà íå ðàâíóþ åé òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
(ïðè ýòîì îäèíàêîâûå öèôðû ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà ðàçíûå). Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ
áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü ïî÷òè ðàöèîíàëüíà?

8. N ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè: A è B, ïðè÷¼ì A íå ñîäåðæèò òðåõ÷ëåííîé àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè. Îáÿçàòåëüíî ëè âB åñòü áåñêîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ?

9. Òåîðåìà Êàíòîðà. Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü ðàâíî-
ìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ.

10. Òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ A è B
ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó âòîðîãî. Äîêàæèòå, ÷òî A è B ðàâíîìîùíû.

11. Íàéäèòå ìîùíîñòü à) âñåõ áèåêöèé f : N → N; á) âñåõ ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ R.
12. Îòðåçîê ðàçáèò íà äâà ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ ðàâíî-
ìîùíî îòðåçêó.

13. Ìîæíî ëè îêðàñèòü öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè â 2020 öâåòîâ òàê, ÷òîáû
âñå öâåòà ïðèñóòñòâîâàëè, íà êàæäîé ïðÿìîé (ñîäåðæàùåé íå ìåíåå äâóõ öåëûõ
òî÷åê) ðàñêðàñêà áûëà ïåðèîäè÷åñêîé, à ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè íå áûëà ïåðèîäè÷å-
ñêîé? (Ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè íàéäåòñÿ íåíóëåâîé
öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, ïðè ñäâèãå íà êîòîðûé ðàñêðàñêà ïåðåõîäèò â ñåáÿ.)

14. Ïóñòü S � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ,
ïðèíàäëåæàùèõ S, îäíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî. Âåðíî ëè, ÷òî S íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî?
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