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Îïðåäåëåíèå. Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì
O ðàäèóñà R íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå êàæ-
äóþ òî÷êó A 6= O â òî÷êó A′ íà ëó÷å OA òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå OA ·OA′ = R2. Ïðè ýòîì O è R íàçûâàþòñÿ öåíòðîì è
ðàäèóñîì èíâåðñèè, à ω íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ èíâåðñèè.

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè èíâåðñèè. Äî-
êàæèòå, ÷òî åñëè ïðè èíâåðñèè òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó A′, òî òî÷êà
A′ ïåðåõîäèò â òî÷êó A (òî÷êè A è A′ íàçûâàþòñÿ èíâåðñíûìè).

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü AM è AN � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè S,
ïðîâåä¼ííûå èç òî÷êè A, A′ � ñåðåäèíà MN . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A
è A′ èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî S.

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü A è A′, B è B′ � ïàðû èíâåðñíûõ òî÷åê.
Äîêàæèòå, ÷òî îíè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èíâåðñèè

à) ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â ñåáÿ;

á) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåõîäèò â
ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ OC; à òàêæå ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç O, ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì C òàêóþ, ÷òî OC ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïðÿìîé;

â) îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â
îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð.

2. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â âåðøèíå A ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ABC (AB = AC) è ðàäèóñà AB ïåðåâîäèò îñíîâàíèå
BC è äóãó BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè äðóã â äðóãà.

3. à) Ïóñòü A è A′, B è B′ � ïàðû èíâåðñíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O ðàäèóñà R. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè ìåíÿåòñÿ êàê A′B′ = AB · R2

OA·OB
.

á) Íåðàâåíñòâî Ïòîëåìåÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì âûïóêëîì
÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììà ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí áîëü-
øå ëèáî ðàâíà ïðîèçâåäåíèÿ åãî äèàãîíàëåé, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòè-
ãàåòñÿ òîëüêî êîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê � âïèñàííûé.

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â îäíîé èç âåðøèí.)

4. à) Èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì O ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü ω â îêðóæíîñòü
ω′. Äîêàæèòå, ÷òî ω è ω′ ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì O.

á) Äàíû äâå îêðóæíîñòè. Êîãäà ñóùåñòâóåò èíâåðñèÿ, ïåðåâîäÿ-
ùàÿ èõ â êîíöåíòðè÷åñêèå?

5. Îêðóæíîñòè ω1, ω2, ω3, ω4 òàêîâû, ÷òî ω1 è ω3 êàñàþòñÿ êàæäîé èç
îêðóæíîñòåé ω2 è ω4. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé.

6. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ íåðàâíûõ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2 âíåøíèì
îáðàçîì â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AB ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé ω1 â ω2.

7. Â ñåãìåíò âïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû êàñàþùèõñÿ îêðóæ-
íîñòåé. Äëÿ êàæäîé ïàðû îêðóæíîñòåé ÷åðåç òî÷êó èõ êàñàíèÿ ïðî-
âîäèòñÿ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ïðÿìûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó. ×òî ýòî çà òî÷êà?

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A1 è B1 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC è
AC ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ CBB1 è
CAA1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Ïðÿìàÿ CP âòîðè÷íî ïåðå-
ñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå Q. Íàéäèòå
îòíîøåíèå CP : CQ.

9. Îêðóæíîñòü γ1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé ω1, ω2 è ω3 âíóòðåííèì îá-
ðàçîì, à îêðóæíîñòü γ2 � âíåøíèì. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè ωi ïðî-
âîäèòñÿ ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ åå òî÷êè êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè γi.
Äîêàæèòå, ÷òî òðè òàêèå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

10. Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òî÷êà P � âíå ýòîé ïðÿ-
ìîé. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
ABP , BCP , CAP è òî÷êà P ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.


