
9 êëàññ Ëåììà îá óòî÷íåíèè ïîêàçàòåëÿ 27 ÿíâàðÿ 2020

Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîì âõîæäåíèÿ ordp(n) áóäåì îáîçíà÷àòü
ñòåïåíü, â êîòîðîé ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå n íà ïðî-
ñòûå ìíîæèòåëè.

Ëåììà îá óòî÷íåíèè ïîêàçàòåëÿ. Äàíû ïðîñòîå ÷èñëî p, íàòó-
ðàëüíîå k è öåëûå ðàçëè÷íûå a è b, ïðè÷¼ì a− b

... p, a è b íå äåëÿòñÿ
íà p. Òîãäà, åñëè p > 2 èëè ordp(a− b) > 1, òî

ordp(a
k − bk) = ordp(a− b) + ordp(k).

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ýòó ëåììó íàçûâàþò ëåììîé Ãåíçåëÿ, íî ýòî
íå ñîâñåì ïðàâèëüíî. Èíîãäà å¼ íàçûâàþò LTE-ëåììîé (lifting the
exponent), è ýòî óæå íîðìàëüíî.

1. Äàíû ïðîñòîå ÷èñëî p, íàòóðàëüíûå k è s, ðàçëè÷íûå öåëûå a è b,
òàêèå, ÷òî a− b äåëèòñÿ íà p, ïðè÷¼ì a è b íå äåëÿòñÿ íà p.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a
p − bp) > ordp(a− b).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a
s − bs) = ordp(a− b), åñëè s íå êðàòíî p.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a
k − bk) > ordp(a− b) + ordp(k).

ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 2, òî ordp(a
p − bp) = ordp(a− b) + 1.

ä) Äîêàæèòå ëåììó îá óòî÷íåíèè ïîêàçàòåëÿ.

2. Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü 5 äåëèòñÿ ÷èñëî 310000 − 210000?

3. Ñêîëüêèìè íóëÿìè îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 45
6
+ 65

4
?

4. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî 2020n − 1 äåëèòñÿ íà 1000n − 1?

5.Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, p, n è k òàêîâû, ÷òî an+bn = pk. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ÷èñëî n (n > 1) � íå÷¼òíîå, à ÷èñëî p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå,
òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà p.

6. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3x = 2xy + 1.

7. Äîêàæèòå, ÷òî 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 32020.

8. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (a+ 1)b − ac = 1.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a > 57 ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî an − 1 äåëèòñÿ íà n2.

10. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b. Äîêàæèòå, ÷òî ëèøü äëÿ êîíå÷-
íîãî ÷èñëà íàòóðàëüíûõ n ñóììà

(
a+ 1

2

)n
+
(
b+ 1

2

)n
ÿâëÿåòñÿ öåëîé.
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