
9 êëàññ Ðåøåíèÿ 13 ÿíâàðÿ 2020

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2000. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàâèòü â í¼ì
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðâûå òðè öèôðû (ñòàâèòü öèôðó 0 íà ïåðâîå
ìåñòî íåëüçÿ) èëè ïðèáàâèòü 361. ×åðåç 100 òàêèõ îïåðàöèé âíîâü
ïîëó÷èëè 2000. Ñêîëüêî ðàç ïðèáàâëÿëè 361, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî
ñäåëàëè õîòÿ áû îäèí ðàç?

Îòâåò. 90.
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ÷èñëî âñåãäà äîëæíî áûëî îñòàâàòüñÿ ÷åòû-

ð¼õçíà÷íûì. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ òð¼õ öèôð
íå ìåíÿåò îñòàòîê ÷èñëà íè ïðè äåëåíèè íà 9 (ò.ê. ÷èñëî ïðè äåëåíèè
íà 9 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è åãî ñóììà öèôð), íè ïðè äåëåíèè
íà 10 (ò.ê. ïîñëåäíÿÿ öèôðà ñîõðàíÿåòñÿ). À îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ
361 óâåëè÷èâàåò íà 1 è îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, è ïðè äåëåíèè íà
10. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òàêèõ îïåðàöèé êðàòíî è 9, è 10. Ïîñêîëüêó
îíî íå ìåíüøå 1 è íå áîëüøå 100, òî îíî ðàâíî 90.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîé, ÷òî P (1) = 1, P (2) = 2 è
P (n) èððàöèîíàëüíî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n, îòëè÷íîãî îò 1 è 2?

Îòâåò. Äà, ñóùåñòâóåò.
Ðåøåíèå. Ïîäîéä¼ò, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí

√
2(x − 1)(x − 2) + x.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì.

3. Ôèãóðà êåíãóðó áü¼ò êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå îò íå¼ íà 2 èëè 3
êëåòêè ëåâåå, ïðàâåå, âûøå èëè íèæå (ñóììàðíî íå áîëåå 8 êëåòîê;
ñîñåäíèå êëåòêè êåíãóðó íå áü¼ò). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîïàðíî
íå áüþùèõ äðóã äðóãà êåíãóðó ìîæíî ðàññòàâèòü íà äîñêå 8× 8?

Îòâåò. 27.
Ðåøåíèå. 27 êåíãóðó ìîæíî ðàññòàâèòü òàê: ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-

íóìåðóåì äèàãîíàëè, ïàðàëëåëüíûå äèàãîíàëè èäóùåé âïðàâî-ââåðõ,
÷èñëàìè îò 1 äî 15, è äèàãîíàëè ñ íîìåðàìè 2,3,7,8,12,13 ïîëíîñòüþ
çàïîëíÿåì êåíãóðó. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êåíãóðó âñåãäà íå áîëåå 27.

Ðàçîáü¼ì âñþ äîñêó íà êâàäðàò 3× 3 è 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ 1× 5.
Çàìåòèì, ÷òî â êâàäðàòå 3× 3 ìîæåò ñòîÿòü íå áîëåå 5 êåíãóðó (åñëè
ïðîíóìåðîâàòü ñëåâà íàïðàâî êëåòêè ïåðâîé ñòðîêè 1,2,3, âòîðîé �
4,5,6, òðåòüåé � 7,8,9, òî â êàæäîé èç ÷åòûð¼õ ïàð 1-3, 4-6, 7-9, 2-8
äîëæíà áûòü õîòÿ áû îäíà ñâîáîäíàÿ îò êåíãóðó êëåòêà).

Îöåíèì òåïåðü êîëè÷åñòâî êåíãóðó â ïðÿìîóãîëüíèêå 1× 5. Íàçî-
â¼ì åãî êëåòêè ïîñëåäîâàòåëüíî A,B,C,D,E. Åñëè â êëåòêàõ A è E



íåò êåíãóðó, òî â êëåòêàõ B è D ñóììàðíî íå áîëåå 1 êåíãóðó, à òàê-
æå â êëåòêå C íå áîëåå 1 êåíãóðó. Åñëè æå â êàêîé-òî óãëîâîé êëåòêå
åñòü êåíãóðó (íàïðèìåð, â A), òî â êëåòêàõ C è D êåíãóðó ñòîÿòü íå
ìîæåò, à òàêæå â êëåòêàõ B è E ñóììàðíî íå áîëåå 1 êåíãóðó. Èòàê,
â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 1× 5 ìîæåò ñòîÿòü íå áîëåå 2 êåíãóðó.

Çíà÷èò, âñåãî êåíãóðó íå áîëåå 5 + 11 · 2 = 27.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 20◦, à óãîë C ðàâåí 40◦. Ïðîâå-
äåíû áèññåêòðèñà AL è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà CN (L ëåæèò íà ñòîðîíå
BC, à N � íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB). Íàéäèòå ∠CLN . Îòâåò âû-
ðàçèòå öåëûì ÷èñëîì ãðàäóñîâ.

Îòâåò. 80◦.
Ðåøåíèå 1. Ïî óñëîâèþ ∠ABC = 120◦,∠BAL = ∠CAL = 10◦,

∠BCN = 70◦. Òîãäà ëåãêî íàõîäèì óãëû ∠ALC = 130◦ è ∠ANC = 50◦.
Ïóñòü ïðÿìûå AL è CN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Çàìåòèì, ÷òî

äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC òî÷êà S ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì áèññåêòðèñû
âíóòðåííåãî óãëà A è âíåøíåãî óãëà C, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè è ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà CBN = 60◦.

Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê BLSN � âïèñàííûé, ïîñêîëüêó
∠BLS + ∠BNS = 180◦. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠SLN = ∠CBN = 30◦.

Èñêîìûé óãîë ∠CLN = ∠CLS + ∠SLN = 50◦ + 30◦ = 80◦.

Ðåøåíèå 2.Ïðîâåä¼ì áèññåêòðèñóBK óãëàB. Òîãäà òî÷êèK,L,N
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC:

AK

KC
· CL

LB
· BN

NA
=

AB

BC
· AC
AB
· BC

AC
= 1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêà ABK òî÷êà L ëåæèò ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèåì áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà A è âíåøíåãî óãëà B, ïî-
ýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè è ëåæèò íà
áèññåêòðèñå óãëà BKC, ðàâíîãî 80◦. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠CKL = 40◦.



Èñêîìûé óãîë ∠CLN = ∠LKC + ∠LCK = 40◦ + 40◦ = 80◦.

5. Ïî êðóãó ñòîÿò 11 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ õîòÿ áû íà 20, ïðè ýòîì â ñóììå äàþò
õîòÿ áû 100. Êàêîå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
ñóììà âñåõ ýòèõ ÷èñåë?

Îòâåò. 580.
Ðåøåíèå 1. Ñîåäèíèì êàæäûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà ñòðåëêîé îò

ìåíüøåãî ê áîëüøåìó. Ò.ê. îáùåå êîëè÷åñòâî ñòðåëîê íå÷¼òíî, íàé-
äóòñÿ äâå ïîäðÿä èäóùèõ ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå â îäíó ñòîðîíó:
a → b → c. Çíà÷èò, b 6 c − 20, a 6 b − 20 6 c − 40, ïîýòîìó
100 6 a + b 6 2c − 60, îòêóäà c > 80. Âñå ÷èñëà, êðîìå c, ìîæíî
ðàçáèòü íà 5 ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë; çíà÷èò, ñóììà âñåõ ÷èñåë íå ìåíüøå
80 + 5 · 100 = 580. Ïðèìåð íà ñóììó 580 ïðèâåä¼í íèæå.

Ðåøåíèå 2. Íàçîâ¼ì ÷èñëî áîëüøèì, åñëè îíî íå ìåíüøå 60. Çà-
ìåòèì, ÷òî â ëþáîé ïàðå ñîñåäíèõ ÷èñåë åñòü áîëüøîå ÷èñëî (åñëè
áîëüøåå èç íèõ ìåíüøå 60, òî âòîðîå ìåíüøå 40, à èõ ñóììà ìåíü-
øå 100). Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî c (î÷åâèäíî, îíî áîëüøîå).
Ðàçîáü¼ì îñòàëüíûå ÷èñëà íà ïàðû ñîñåäíèõ (ñóììà â êàæäîé ïàðå íå
ìåíüøå 100, ïîýòîìó ñóììà âñåõ ýòèõ 10 ÷èñåë íå ìåíüøå 500), â êàæ-
äîé èç íèõ åñòü áîëüøîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè 11 ÷èñåë åñòü
õîòÿ áû 6 áîëüøèõ, ïîýòîìó êàêèå-òî äâà èç íèõ � ñîñåäíèå. Òîãäà
áîëüøåå èç íèõ íå ìåíüøå 60 + 20 = 80, ïîýòîìó è c > 80. Çíà÷èò,
îáùàÿ ñóììà íå ìåíüøå 80 + 500 = 580.


