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Íåìíîãî ôîðìóë.

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî z � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà z = z.

á) Äîêàæèòå, ÷òî z � ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà z = −z.

2. Äîêàæèòå, ÷òî AB2 = (a− b)(a− b).

3. a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a−b

a−c
∈ R.

á) Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B,
ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè zz = 1, çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì z + abz = a+ b.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB è CD ïåðïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a−b

c−d
= −a−b

c−d
.

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî z + za2 = 2a ñëóæèò óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé ê
òî÷êå A îêðóæíîñòè zz = 1.

á) Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê òî÷êàì A è B îêðóæíîñòè zz = 1
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 2ab

a+b
.

7. Âûðàçèòå ÷åðåç êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû òî÷åê A,B,C íà îêðóæ-
íîñòè zz = 1 êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, îðòîöåíòðà, ñå-
ðåäèí ñòîðîí è îñíîâàíèé âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëè÷íûå òî÷êè A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè èëè ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a−c

a−d
: b−c

b−d
∈ R. Ýòî

âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷èñåë a, b, c, d.

9. Ïóñòü A ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, M � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AM ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êå m−a

1−am
.
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Íåìíîãî ïîñ÷èòàåì.

10. Òåîðåìà Íüþòîíà. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O âïèñàíà â ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ABCD. Òî÷êè K è L � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K,L,O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

11. Òî÷êà P ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïóñòü H � îðòîöåíòð ABC, à X, Y, Z � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå P îòíî-
ñèòåëüíî BC,AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè X, Y, Z,H
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

12. Ïðÿìàÿ ` êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â
òî÷êå B. Òî÷êà K � ïðîåêöèÿ îðòîöåíòðà ABC íà `, à òî÷êà L �
ñåðåäèíà AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BKL � ðàâíîáåäðåííûé.

13. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà â òî÷êàõ P,Q,R. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà çà åäèíè÷íóþ.

a) Âûðàçèòå îðòîöåíòð H è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O òðå-
óãîëüíèêà ABC ÷åðåç p, q, r.

á) Ïðîâåðüòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O òðåóãîëüíèêà
ABC ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà PQR.

14. Ïðîâåðüòå ôîðìóëó äëÿ òî÷êè Ôåéåðáàõà: f = pq+qr+rp
p+q+r

(ãäå âïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà âçÿòà çà åäèíè÷íóþ, à òî÷êè êàñà-
íèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè îáîçíà÷åíû p, q, r).

a) Ïðîâåðüòå, ÷òî òî÷êà f ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî òî÷êà f ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñåðå-

äèííîãî òðåóãîëüíèêà.
â) Ïðîâåðüòå, ÷òî òî÷êà f ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà

PQR.
ã) Òåîðåìà Ôåéåðáàõà. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü Ýéëåðà êà-

ñàåòñÿ âïèñàííîé è òðåõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.


