
9 êëàññ Êîìïëåêñíûå ÷èñëà � 2 24 îêòÿáðÿ 2019

1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû.Ëþáîé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè (â òîì ÷èñëå, è ñ äåéñòâèòåëüíûìè) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1.
Ïóñòü îí èìååò âèä P (z) = zn + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0. Áóäåì ñ÷èòàòü a0 6= 0.

Èäåÿ. Òî÷êà z îáõîäèò îäèí ðàç îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî êàê-òî äâèæóòñÿ òî÷êà zn (Äàìà) è òî÷êà
P (z) (Cîáà÷êà). Ïðè ¾áîëüøîì¿ R Ñîáà÷êà íàõîäèòñÿ ðÿäîì ñ Äàìîé è äåëàåò
ìíîãî îáîðîòîâ âîêðóã òî÷êè O, à ïðè ¾ìàëåíüêîì¿ R � ìàëî. Ïîýòîìó ïðè êàêîì-
òî ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè R Ñîáà÷êà äîëæíà áóäåò ïðîéòè ÷åðåç O.

à) Äîêàæèòå, ÷òî Äàìà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rn è îáõîäèò å¼ n ðàç.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè R0 = |an−1|+ |an−2|+ . . .+ |a1|+ |a0|+1 ðàññòîÿíèå ìåæäó
Äàìîé è Ñîáà÷êîé |P (z)− zn| ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò Äàìû äî òî÷êè O.

Íà÷í¼ì ñòÿãèâàòü ðàäèóñ íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè îò R0 äî íóëÿ. Ðàäèóñ îêðóæ-
íîñòè, ïî êîòîðîé ãóëÿåò Äàìà, óìåíüøàåòñÿ, íî îíà ïî-ïðåæíåìó áóäåò ïðîõîäèòü
n ðàç âîêðóã òî÷êè O. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ Ñîáà÷êè � íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ
ëèíèÿ � ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, è ïðè ðàäèóñå, áëèçêîì ê 0, îíà áëèçêà ê òî÷êå a0.

â) Ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ, ðàâíóþ ÷èñëó îáõîäîâ Ñîáà÷êè âîêðóã òî÷êè O, äîêà-
æèòå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ðàäèóñà Ñîáà÷êà ïðîéä¼ò ÷åðåç O.

Ñëåäñòâèå. Ó ëþáîãî íåïîñòîÿííîãî ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè ðîâíî n êîìïëåêñ-
íûõ êîðíåé (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè).

2. Ïóñòü P (x) ∈ R[x] (ò.å. P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (z) = 0, òî è P (z) = 0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî P (x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè.

3. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò òîëüêî íåîò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû Q(x) è R(x) ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî P (x) = Q2(x) +R2(x).

4. Äîêàæèòå, ÷òî x666+x555+x444+x333+x222+x111+1
... x6+x5+x4+x3+x2+x+1.

5. à) Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (âñå îíè äîëæ-
íû áûòü íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè) ìíîãî÷ëåí x2n − 1.
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6. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n âûðàæåíèå an(b − c) + bn(c − a) + cn(a − b) äåëèòñÿ
íà a2 + b2 + c2 + ab+ bc+ ac?
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