
9 êëàññ Çàöèêëèâàíèå è ïåðèîäè÷íîñòü 3 îêòÿáðÿ 2019

1. Ïóñòü m
n � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, 0 < m < n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (n, 10) = 1, òî

ýòà äðîáü � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷åì äëèíà åå ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà ðàâíà
íàèìåíüøåìó íàòóðàëüíîìó d òàêîìó, ÷òî 10d − 1 êðàòíî n.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {xn} òàêîâà, ÷òî 0 6 x1 6 1 è xn+1 = 1 − |1 − 2xn|.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 ∈ Q.

3. Èçâåñòíî, ÷òî {an} è {bn} � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìèíè-
ìàëüíûìè äëèíàìè ïåðèîäà 6 è 12 ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà äëèíà
ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an + bn}?

4. Êëåòêè òàáëèöû 2× 2019 çàïîëíèëè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî â âåðõ-
íåé ñòðîêå ñòîÿò 2019 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, à â íèæíåé ñòðîêå ñòîÿò òå æå 2019 ÷èñåë,
íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì èç 2019 ñòîëáöîâ òàáëèöû çàïèñà-
íû äâà ðàçíûõ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàöèîíàëüíà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîãëî áûòü â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû?

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {an} îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
an+1 = an + bn, ãäå bn � ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà an. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a1 íå äå-
ëèòñÿ íà 5, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòåïåíåé äâîéêè.

6. Åñòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ÷¼ðíûõ è áåëûõ êóáèêîâ. Íóæíî ïîñòðîèòü èç íèõ
áàøíþ â ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäà òàê, ÷òîáû êàæäûé ÷¼ðíûé êóáèê ãðàíè÷èë ñ ÷¼ò-
íûì ÷èñëîì áåëûõ, à êàæäûé áåëûé � ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ÷¼ðíûõ. Ïðè ëþáîì ëè
íèæíåì çàäàííîì ñëîå êóáèêîâ òàêóþ áàøíþ êîíå÷íîé âûñîòû ìîæíî ïîñòðîèòü?

7. Â êàæäîé öåëîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè ðàñïîëîæåíà ëàìïî÷êà ñ êíîïêîé, ïðè
íàæàòèè êîòîðîé ëàìïî÷êà ìåíÿåò ñîñòîÿíèå: çàãîðàåòñÿ èëè ãàñíåò. Âíà÷àëå âñå
ëàìïî÷êè ïîãàøåíû. Çàäàíî êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë �øàáëîí S.
Åãî ìîæíî ïåðåìåùàòü âäîëü ÷èñëîâîé îñè êàê æ¼ñòêóþ ôèãóðó è, ïðèëîæèâ â
ëþáîì ìåñòå, ïîìåíÿòü ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâà âñåõ ëàìïî÷åê, çàêðûòûõ øàáëîíîì.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì S çà íåñêîëüêî îïåðàöèé ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî áóäóò
ãîðåòü ðîâíî äâå ëàìïî÷êè.

8. Äâå êîìàíäû èçm è n èãðîêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðîâîäÿò òóðíèð ïî íàñòîëü-
íîìó òåííèñó. Ñíà÷àëà êàêèå-òî äâà èãðîêà èç ðàçíûõ êîìàíä íà÷èíàþò èãðàòü
ìåæäó ñîáîé, à âñå îñòàëüíûå èãðîêè âûñòðàèâàþòñÿ â îäíó îáùóþ î÷åðåäü. Ïîñëå
êàæäîé èãðû ïåðâûé ÷åëîâåê â î÷åðåäè çàìåíÿåò çà ñòîëîì ÷ëåíà ñâîåé êîìàíäû,
êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ â êîíåö î÷åðåäè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëèm 6= n, òî ðàíî èëè ïîçäíî
êàæäûé èãðîê ïåðâîé êîìàíäû ñûãðàåò ñ êàæäûì èãðîêîì âòîðîé êîìàíäû.

9. Íà ïðîâîëîêó â ôîðìå îêðóæíîñòè íàñàæåíî íåñêîëüêî ðàçíîöâåòíûõ øàðè-
êîâ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò øàðèêè íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè:
íåêîòîðûå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à íåêîòîðûå � ïðîòèâ. Ñòàëêèâàÿñü, øàðèêè ðàç-
ëåòàþòñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî
èëè ïîçäíî ðàñïîëîæåíèå øàðèêîâ íà îêðóæíîñòè ïîâòîðèòñÿ ñ èñõîäíûì.

9 êëàññ Çàöèêëèâàíèå è ïåðèîäè÷íîñòü 3 îêòÿáðÿ 2019

1. Ïóñòü m
n � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, 0 < m < n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (n, 10) = 1, òî

ýòà äðîáü � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷åì äëèíà åå ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà ðàâíà
íàèìåíüøåìó íàòóðàëüíîìó d òàêîìó, ÷òî 10d − 1 êðàòíî n.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {xn} òàêîâà, ÷òî 0 6 x1 6 1 è xn+1 = 1 − |1 − 2xn|.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 ∈ Q.

3. Èçâåñòíî, ÷òî {an} è {bn} � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìèíè-
ìàëüíûìè äëèíàìè ïåðèîäà 6 è 12 ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà äëèíà
ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an + bn}?

4. Êëåòêè òàáëèöû 2× 2019 çàïîëíèëè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî â âåðõ-
íåé ñòðîêå ñòîÿò 2019 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, à â íèæíåé ñòðîêå ñòîÿò òå æå 2019 ÷èñåë,
íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì èç 2019 ñòîëáöîâ òàáëèöû çàïèñà-
íû äâà ðàçíûõ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàöèîíàëüíà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîãëî áûòü â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû?

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {an} îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
an+1 = an + bn, ãäå bn � ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà an. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a1 íå äå-
ëèòñÿ íà 5, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòåïåíåé äâîéêè.

6. Åñòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ÷¼ðíûõ è áåëûõ êóáèêîâ. Íóæíî ïîñòðîèòü èç íèõ
áàøíþ â ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäà òàê, ÷òîáû êàæäûé ÷¼ðíûé êóáèê ãðàíè÷èë ñ ÷¼ò-
íûì ÷èñëîì áåëûõ, à êàæäûé áåëûé � ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ÷¼ðíûõ. Ïðè ëþáîì ëè
íèæíåì çàäàííîì ñëîå êóáèêîâ òàêóþ áàøíþ êîíå÷íîé âûñîòû ìîæíî ïîñòðîèòü?

7. Â êàæäîé öåëîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè ðàñïîëîæåíà ëàìïî÷êà ñ êíîïêîé, ïðè
íàæàòèè êîòîðîé ëàìïî÷êà ìåíÿåò ñîñòîÿíèå: çàãîðàåòñÿ èëè ãàñíåò. Âíà÷àëå âñå
ëàìïî÷êè ïîãàøåíû. Çàäàíî êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë �øàáëîí S.
Åãî ìîæíî ïåðåìåùàòü âäîëü ÷èñëîâîé îñè êàê æ¼ñòêóþ ôèãóðó è, ïðèëîæèâ â
ëþáîì ìåñòå, ïîìåíÿòü ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâà âñåõ ëàìïî÷åê, çàêðûòûõ øàáëîíîì.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì S çà íåñêîëüêî îïåðàöèé ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî áóäóò
ãîðåòü ðîâíî äâå ëàìïî÷êè.

8. Äâå êîìàíäû èçm è n èãðîêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðîâîäÿò òóðíèð ïî íàñòîëü-
íîìó òåííèñó. Ñíà÷àëà êàêèå-òî äâà èãðîêà èç ðàçíûõ êîìàíä íà÷èíàþò èãðàòü
ìåæäó ñîáîé, à âñå îñòàëüíûå èãðîêè âûñòðàèâàþòñÿ â îäíó îáùóþ î÷åðåäü. Ïîñëå
êàæäîé èãðû ïåðâûé ÷åëîâåê â î÷åðåäè çàìåíÿåò çà ñòîëîì ÷ëåíà ñâîåé êîìàíäû,
êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ â êîíåö î÷åðåäè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëèm 6= n, òî ðàíî èëè ïîçäíî
êàæäûé èãðîê ïåðâîé êîìàíäû ñûãðàåò ñ êàæäûì èãðîêîì âòîðîé êîìàíäû.

9. Íà ïðîâîëîêó â ôîðìå îêðóæíîñòè íàñàæåíî íåñêîëüêî ðàçíîöâåòíûõ øàðè-
êîâ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò øàðèêè íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè:
íåêîòîðûå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à íåêîòîðûå � ïðîòèâ. Ñòàëêèâàÿñü, øàðèêè ðàç-
ëåòàþòñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî
èëè ïîçäíî ðàñïîëîæåíèå øàðèêîâ íà îêðóæíîñòè ïîâòîðèòñÿ ñ èñõîäíûì.


