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1. Ñðåäè âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 50, Ïåòÿ õî÷åò
âûáðàòü êàê ìîæíî áîëüøå ÷èñåë òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ðàçëè÷àëèñü
õîòÿ áû íà 4.

à) Ñêîëüêî ÷èñåë îí âûáåðåò?
á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü?

Îòâåò. à) 13; á) 14.

Ðåøåíèå. à) Ðàçîáü¼ì âñå ÷èñëà íà 13 ãðóïï: 12 ÷åòâ¼ðîê ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷èñåë (1, . . . , 4), (5, . . . , 8), . . . ,(45, . . . , 48) è îäíó ïàðó
(49, 50). Â êàæäîé ãðóïïå Ïåòÿ âûáåðåò íå áîëåå îäíîãî ÷èñëà, ïîýòî-
ìó âñåãî ÷èñåë íå áîëüøå 13. Ïðèìåð íà 13 ÷èñåë: 1, 5, 9, . . . , 49.

á) Óïîðÿäî÷èì 13 ÷èñåë Ïåòè ïî âîçðàñòàíèþ a1 6 . . . 6 a13. Îïðå-
äåëèì ðàçíîñòè ñîñåäíèõ ÷èñåë di = ai+1 − ai äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 12.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ íà-
áîðîì ÷èñåë a1, d1, . . . , d12 (òàê, aj = a1 + d1 + . . .+ dj−1). Íà ýòè ÷èñ-
ëà îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóþùèå: âñå îíè íàòóðàëüíûå, di > 4 äëÿ âñåõ i,
a1 + d1 + . . .+ d12 6 50, îòêóäà ïîëó÷àåì d1 + . . .+ d12 6 49.

Åñëè ñðåäè di ñóùåñòâóåò ÷èñëî, íå ìåíüøåå 6, òî d1 + . . . + d12 >
6 + 11 · 4 = 50, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, âñå di íå áîëüøå 5.

Åñëè ñðåäè di ñóùåñòâóþò äâà ÷èñëà, íå ìåíüøèõ 5, òî d1 + . . . +
d12 > 5+ 5+ 10 · 4 = 50, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íå áîëåå
îäíîãî di, ðàâíîãî 5.

Åñëè ñðåäè di ñóùåñòâóåò ÷èñëî, ðàâíîå 5 (âûáðàòü åãî ìîæíî 12
ñïîñîáàìè), òî âñå îñòàëüíûå ðàçíîñòè ðàâíû 4, è d1 + . . . + d12 =
49 = a13 − a1, ÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå a1 = 1, a13 = 50. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ.

Åñëè ñðåäè di íåò ÷èñåë, ðàâíûõ 5, òî âñå îíè ðàâíû 4, è d1 +
. . .+ d12 = 48 = a13−a1, ÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå a1 = 1, a13 = 49
èëè a1 = 2, a13 = 50. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ â êàæäîì èõ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ.

Èòîãî èìååì 12 + 2 = 14 ñïîñîáîâ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû ëþáîãî íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíè-
êà ìîæíî ëèáî âñå óâåëè÷èòü, ëèáî âñå óìåíüøèòü íà îäíó è òó æå
âåëè÷èíó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.



Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà a > b > c. Äîêà-
æåì, ÷òî ñóùåñòâóåò x, äëÿ êîòîðîãî (b+x)2+(c+x)2 = (a+x)2. Ýòî
ýêâèâàëåíòíî êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ x2+2x(b+c−a)+b2+c2−a2 = 0.
Åãî äèñêðèìèíàíò D ðàâåí

4(b+c−a)2−4(b2+c2−a2) = 4(2a2−2ab−2ac+2bc) = 8(a−b)(a−c) > 0,
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ïîýòîìó ïî îáðàòíîé òåîðåìå Ïèôàãîðà òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè
a+ x, b+ x, c+ x � ïðÿìîóãîëüíûé.

3. Ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ðàâíà 100, à ñóììà öèôð ÷èñëà
5N ðàâíà 50. Äîêàæèòå, ÷òî N ÷¼òíî.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s(A) ñóììó öèôð ÷èñëà A.
Èç ðàññìîòðåíèÿ ñëîæåíèÿ â ñòîëáèê äâóõ ÷èñåë A è B ñëåäóåò,

÷òî s(A+B) 6 s(A)+s(B), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ñëîæåíèè íåò ïåðåíîñîâ ÷åðåç ðàçðÿä. Òåì
ñàìûì, èç óñëîâèÿ çàäà÷è âûòåêàåò, ÷òî ïðè ñëîæåíèè 5N+5N = 10N
íåò ïåðåíîñîâ ÷åðåç ðàçðÿä, ïîñêîëüêó s(10N) = s(N) = 100. Íî ÷èñ-
ëî 5N îêàí÷èâàåòñÿ íà 5 èëè íà 0 â ñëó÷àå ñîîòâåòñòâåííî íå÷¼òíîãî è
÷¼òíîãî N . Ïåðâûé ñëó÷àé îòïàäàåò, òàê êàê èíà÷å âîçíèêàåò ïåðåíîñ
â ïîñëåäíåì ðàçðÿäå.

4. Íà ïëîñêîñòè äàíû îêðóæíîñòü ω, òî÷êà A, ëåæàùàÿ âíóòðè ω
è òî÷êà B (B 6= A). Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå òðåóãîëüíèêè
BXY òàêèå, ÷òî òî÷êè X è Y ëåæàò íà ω, è õîðäà XY ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó A. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî
òðåóãîëüíèêîâ BXY , ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ õîðä âåëè÷èíà
XA · AY íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ õîðäû XY è ðàâíà íåêîòîðîé ïî-
ñòîÿííîé âåëè÷èíå d. Íà ïðÿìîé AB âûáåðåì òî÷êó C òàêóþ, ÷òî
AC = d

AB
, ïðè÷¼ì A ëåæèò ìåæäó B è C. Òîãäà AB ·AC = XA ·AY =

d, ñëåäîâàòåëüíî òî÷êè X, B, Y è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BXY ,
ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå òî÷êè B è C, ïîýòîìó èõ öåíòðû ëå-
æàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó BC.



5. N ñòóäåíòîâ ñäàþò çà÷¼ò (êàæäûé ëèáî ñäàñò, ëèáî íå ñäàñò).
Ïðåïîäàâàòåëü ïî î÷åðåäè ïîäçûâàåò ñòóäåíòîâ è ñïðàøèâàåò òîëüêî
îäèí âîïðîñ: ¾Ñêîëüêî ÷åëîâåê ñåãîäíÿ ñäàñò?¿. Â îòâåò ñòóäåíò äîë-
æåí íàçâàòü öåëîå ÷èñëî îò 0 äî N , ïîñëå ÷åãî ïðåïîäàâàòåëü ñòàâèò
¾çà÷¼ò¿ èëè ¾íåçà÷¼ò¿, à âñå îñòàëüíûå îá ýòîì ñðàçó æå óçíàþò. Åñëè
ïîñëå òîãî, êàê âñå ñòóäåíòû îòâåòÿò, íàéä¼òñÿ íàçâàâøèé ïðàâèëü-
íîå êîëè÷åñòâî ñäàâøèõ è ïîëó÷èâøèé ¾íåçà÷¼ò¿, òî ïðåïîäàâàòåëü
ïðèçíà¼ò ñâîþ íåêîìïåòåíòíîñòü è ñòàâèò ¾çà÷¼ò¿ ÂÑÅÌ, âíå çàâè-
ñèìîñòè îò èõ îòâåòà. Ìîãóò ëè ñòóäåíòû çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ òàê,
÷òîáû âñå ñäàëè, âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ïðåïîäàâàòåëÿ?

Ðåøåíèå.Îïèøåì, êàê äîãîâîðèòüñÿ ñòóäåíòàì, ÷òîáû âñåì ñäàòü
çà÷¼ò. Ðàññìîòðèì êîíêðåòíîãî ñòóäåíòà Äåíèñà. Ïóñòü Äåíèñ ïðåä-
ñòàâèò, ÷òî çà÷¼ò îí íå ñäàñò, à âñå, êòî îòâå÷àåò ïîñëå íåãî � ñäàäóò.
Òîãäà â êà÷åñòâå îòâåòà Äåíèñ íàçîâ¼ò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñòó-
äåíòîâ, êîòîðûå ñäàäóò çà÷¼ò â ýòîì ñëó÷àå. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè k
ñòóäåíòîâ íå ñäàëè çà÷¼ò, òî Äåíèñ íàçîâ¼ò ÷èñëî 99− k.

Äîêàæåì, ÷òî, ïðèäåðæèâàÿñü òàêîé ñòðàòåãèè, âñå ñòóäåíòû ñäà-
äóò çà÷¼ò. Åñëè âñå ñòóäåíòû ñäàëè, òî îíè äîáèëèñü ñâîåé öåëè. Èíà÷å
ðàññìîòðèì ïîñëåäíåãî ñòóäåíòà Åâãåíèÿ, êîòîðûé íå ñäàë. Ïîñêîëü-
êó ïîñëå Åâãåíèÿ âñå çà÷¼ò ñäàëè, òî îí îòâåòèë íà âîïðîñ ïðàâèëüíî.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåïîäàâàòåëü ïðèçíàåò ñâîþ íåêîìïåòåíòíîñòü.

6. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà íàçîâ¼ì õîðîøåé òðîéêîé, åñëè ñóùåñòâó-
åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî èç òðîéêè, óâåëè÷åí-
íîå íà n, äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë. Íàéäèòå
âñå õîðîøèå òðîéêè.

Îòâåò. Âñå òðîéêè âèäà (sb2 + b, b, b) è èõ ïåðåñòàíîâêè, ãäå b �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à s � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå.

Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà â õîðîøåé òðîéêå a > b > c.
Òàê êàê a | b+n è a | c+n, òî a | b− c, íî 0 6 b− c < b 6 a, îòêóäà

ñëåäóåò b = c. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèé b | a+ n è b | c+ n ñëåäóåò, ÷òî
b | a− c = a− b, ïîýòîìó b | a. Çíà÷èò, ìû èìååì äåëî ñ òðîéêîé ÷èñåë
(kb, b, b) (èëè å¼ ïåðåñòàíîâêîé).

Ïî óñëîâèþ kb2 | b+n è b2 | kb+n, îòêóäà b2 | b(k−1), ò.å. k = sb+1
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî s. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà òðîéêè (sb2+b, b, b) ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé, ïîñêîëüêó,
êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, â êà÷åñòâå n ïîäîéä¼ò ÷èñëî sb3 + b2 − b.


