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Матбой-1
1. Компания из нескольких людей называется связной, если её нельзя разбить на две непу-

стые группы так, что люди из разных групп будут не знакомы. В некоторой связной ком-
пании каждый знает ровно четверых, и четверо знакомых каждого человека образуют
связную компанию. Докажите, что людей этой компании можно поставить по кругу так,
чтобы любые два соседа были знакомы.

2. Множество точек в пространстве назовем интересным, если для любой плоскости вне
неёнаходится хотя бы 100 точек этогомножества.Прикакомнаименьшем𝑑можноутвер-
ждать наверняка, что любое интересное множество точек в пространстве содержит ин-
тересное подмножество не более чем с 𝑑 точками?

3. Пусть 𝑎 –— вещественное число. Зададим последовательность 𝑥1, 𝑥2, …условиями 𝑥1 = 1
и 𝑎𝑥𝑛 = 𝑥1+𝑥2+…+𝑥𝑛+1 при всех 𝑛 ⩾ 1. Найдите наименьшее 𝑎, при котором все члены
этой последовательности неотрицательны.

4. Биссектрисы𝐴𝐷,𝐵𝐸,𝐶𝐹 треугольника𝐴𝐵𝐶 повторнопересекаютокружность (𝐴𝐵𝐶) в точ-
ках 𝐷′, 𝐸′, 𝐹′ соответственно. Окружности (𝐴𝐸𝐸′) и (𝐴𝐹𝐹′) пересекаются в точках 𝐴 и 𝑋 ;
окружности (𝐵𝐹𝐹′) и (𝐵𝐷𝐷′) пересекаются в точках 𝐵 и 𝑌 ; окружности (𝐶𝐷𝐷′) и (𝐶𝐸𝐸′)
пересекаются в точках 𝐶 и 𝑍. Докажите, что прямые 𝐴𝑋 , 𝐵𝑌 , 𝐶𝑍 пересекаются в одной
точке, лежащей на прямой Эйлера треугольника 𝐴𝐵𝐶.

5. Длянатурального𝑛ипростого𝑝 обозначимчерез 𝜈𝑝(𝑛) степень вхожденияпростогомно-
жителя 𝑝 в разложение числа 𝑛 на простые множители. Даны натуральное число 𝑑 и
различные простые числа 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘. Докажите, что найдутся бесконечно много нату-
ральных значений 𝑛 таких, что 𝑣𝑝𝑖 (𝑛!) делится на 𝑑 при всех 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘.

6. Шахматная доска покрыта 32 домино (каждое домино покрывает ровно два поля). До-
кажите, что эти домино можно повернуть на 90∘ или на 180∘ (каждое — вокруг центра
одной из закрываемых им клеток, поворачивать можно независимо друг от друга и в
любую сторону), чтобы по-прежнему вся доска была покрыта.

7. Для любых неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 с суммой 3 докажите неравенство

√
𝑥

1 + 2𝑦𝑧 +√
𝑦

1 + 2𝑧𝑥 +√
𝑧

1 + 2𝑥𝑦 ⩾ √3.

8. Вузлах правильногошестиугольника со стороной 3, разбитогонапра-
вильные треугольники со стороной 1 (см. рисунок) расставили нату-
ральные числа от 1 до 37. Будем называть треугольник хорошим, если
направление обхода его вершин от меньшего числа к большему по
часовой стрелке. Докажите, что при любой расстановке хороших тре-
угольников не меньше 19.


