
8 êëàññ Ðåøåíèÿ 15 ìàÿ 2019

1. Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
áûòü ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë? (Â êàæäîì ïðîèçâåäåíèè äîëæíî áûòü õîòÿ áû 2 ìíîæèòåëÿ.)

Îòâåò. Íåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îêà-
çàëîñü ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïåðâûõ m ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Òîãäà n! = 2 · 4 · 6 · . . . · 2m = 2m · m!. Ðàçäåëèâ íà m!, ïîëó÷èì
2m = (m+1)(m+2) . . . (n−1)n. Ò.ê. m > 1, òî âñå ìíîæèòåëè â ïðàâîé
÷àñòè áîëüøå 1. Íî ñðåäè ïåðâûõ äâóõ ìíîæèòåëåé îäèí íå÷¼òíûé,
÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè âñåãî îäèí ìíîæè-
òåëü, ò.å. 2m = m+ 1. Íî è ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê.

2m = (2m−1 + 2m−2 + . . .+ 2+ 1) + 1 > (1 + 1+ . . .+ 1+ 1) + 1 = m+ 1.

2. Ñóììà òð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ ïî-
ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî îáå ýòè ñóììû íå ìåíüøå 3.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b, c � íàøè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Îöåíèì
êâàäðàò èõ ñóììû:

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca) =

=
a2 + b2

2
+

b2 + c2

2
+

c2 + a2

2
+ 2(ab+ bc+ ca) >

> ab+ bc+ ca+ 2(ab+ bc+ ca) = 3(ab+ bc+ ca) > 3(a+ b+ c).

Ò.ê. a+ b+ c > 0, ïîëó÷àåì a+ b+ c > 3. Îòñþäà è ñóììà ïîïàðíûõ
ïðîèçâåäåíèé íå ìåíüøå 3.

3. Â êëàññå 16 ó÷åíèêîâ. Êàæäûé ìåñÿö ó÷èòåëü äåëèò êëàññ íà äâå
ãðóïïû. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìåñÿöåâ íåîáõîäèìî ó÷èòåëþ,
÷òîáû ëþáûå äâà ó÷åíèêà â êàêîé-òî èç ìåñÿöåâ îêàçàëèñü â ðàçíûõ
ãðóïïàõ?

Îòâåò. 4 ìåñÿöà.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê ðàçáèâàòü êëàññ íà äâå ãðóï-
ïû òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ó÷åíèêà â êàêîé-òî èç ÷åòûðåõ ìåñÿöåâ îêà-
çàëèñü â ðàçíûõ ãðóïïàõ. Êàæäîìó ó÷åíèêó ñîîòâåòñòâóåò ñòîëáåö
òàáëèöû, à êàæäîìó ìåñÿöó � å¼ ñòðîêà. Íóëü, ñòîÿùèé â êëåòêå òàá-
ëèöû, îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé ó÷åíèê âõîäèò â ïåðâóþ ãðóïïó, à åäèíè-
öà îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé ó÷åíèê âõîäèò âî âòîðóþ ãðóïïó. (Òàáëèöà
óñòðîåíà òàê, ÷òî â å¼ i-ì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà
i− 1.)

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî çà 3 ìåñÿöà âûïîëíèòü òðåáóåìîå óñëîâèå
íåëüçÿ (åñëè èõ áûëî ìåíüøå 3, ìîæíî äîáàâèòü íåñêîëüêî ¾ôèêòèâ-
íûõ¿ ìåñÿöåâ). Ñîñòàâèì òàáëèöó, àíàëîãè÷íóþ ïðèâåä¼ííîé âûøå.
Â íåé áóäåò 16 ñòîëáöîâ è 3 ñòðîêè. Òàê êàê â ñòîëáöå èç òð¼õ êëåòîê
ìîæíî ðàññòàâèòü íóëè è åäèíèöû âîñåìüþ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,
òî â òàáëèöå íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà. Ó÷åíèêè, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò ýòè ñòîëáöû, â òå÷åíèå òð¼õ ìåñÿöåâ áóäóò ïîïàäàòü â
îäíó è òó æå ãðóïïó.

4. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è BC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ABC âçÿòû òî÷êè K è L ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî AK +LC = KL. Èç
ñåðåäèíû M îòðåçêà KL ïðîâåëè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC, è ýòà
ïðÿìàÿ ïåðåñåêëà ñòîðîíó AC â òî÷êå N . Íàéäèòå ∠KNL.

Îòâåò. 90◦.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó K ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC,
äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì AC â òî÷êå P . Î÷åâèäíî, KP = AK. Îò-
ðåçîêMN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè (èëè ïàðàëëåëîãðàììà)KLCP ,
ïîýòîìó MN = LC+KP

2
= KL

2
. Òàêèì îáðàçîì, óãîë KNL îïèðàåòñÿ

íà äèàìåòð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì M , ïîýòîìó îí ïðÿìîé.



5. Âûïóêëûé 2019-óãîëüíèê ðàçáèò äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè
(ïðè ýòîì äèàãîíàëè íå ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà). Òðå-
óãîëüíèêè ðàñêðàøåíû â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òî êàæäûå äâà
òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé ñòîðîíîé ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Íàéäèòå
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà áåëûõ è êîëè-
÷åñòâà ÷¼ðíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Îòâåò. 673.

Ðåøåíèå. Ïðè ðàçáèåíèè íà òðåóãîëüíèêè äèàãîíàëÿìè ïîëó÷èò-
ñÿ 2017 òðåóãîëüíèêîâ (ò.ê. ñóììà âñåõ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ ðàçáè-
åíèÿ ðàâíà ñóììå âñåõ óãëîâ 2019-óãîëüíèêà, ò.å. 180◦ · 2017). Ò.ê.
êàæäàÿ íîâàÿ ïðîâîäèìàÿ äèàãîíàëü óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ÷àñòåé
íà 1, òî äèàãîíàëåé âñåãî 2016. Ê êàæäîé èç íèõ ïðèìûêàåò ÷¼ðíûé
òðåóãîëüíèê, ïîýòîìó ÷¼ðíûõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå 2016

3
= 672.

Ñëåäîâàòåëüíî, áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ íå áîëüøå 2017− 672 = 1345, à
èñêîìàÿ ðàçíîñòü íå áîëüøå 1345− 672 = 673.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåð íà 673. Ðàññìîòðèì èçíà÷àëüíî áåëûé
òðåóãîëüíèê, â í¼ì ðàññìàòðèâàåìàÿ ðàçíîñòü ðàâíà 1. Áóäåì ïîñëå-
äîâàòåëüíî óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà íà 3, óâåëè÷è-
âàÿ çíà÷åíèå ðàçíîñòè íà 1. Äëÿ ýòîãî íàäî êàæäûé ðàç çàìåíÿòü îäèí
èç áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê ãðàíèöå, íà øåñòèóãîëüíèê,
ðàçðåçàííûé, êàê íà ðèñóíêå íèæå.


