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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(n)
êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé n, à ÷åðåç σ(n) � ñóììó âñåõ íà-
òóðàëüíûõ äåëèòåëåé n.

1. Äîêàæèòå, ÷òî τ(n) 6 2
√
n.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî n + 1 äåëèòñÿ íà 24. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììà âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé n äåëèòñÿ íà 24.

3. Ïóñòü n = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

à) Íàéäèòå ôîðìóëû äëÿ τ(n) è σ(n).

á) Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ m è n äîêàæèòå, ÷òî τ(m)τ(n) = τ(mn)
è σ(m)σ(n) = σ(mn). Äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîñòüþ.

â) Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n, áîëüøèõ 1, äîêàæèòå, ÷òî
τ(m)τ(n) > τ(mn) è σ(m)σ(n) > σ(mn).

4. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åñòü ðîâíî 6 íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, è
èõ ñóììà ðàâíà 78. Íàéäèòå n.

5. Ïåòÿ íàø¼ë ñóììó âñåõ íå÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íåêîòî-
ðîãî ÷¼òíîãî ÷èñëà (âêëþ÷àÿ 1), à Âàñÿ � ñóììó âñåõ ÷¼òíûõ íàòó-
ðàëüíûõ äåëèòåëåé ýòîãî æå ÷èñëà (âêëþ÷àÿ ñàìî ÷èñëî). Ìîæåò ëè
ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàéäåííûõ ÷èñåë áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì?

Îïðåäåëåíèå.Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè
îíî ðàâíî ñóììå âñåõ ñâîèõ äåëèòåëåé, êðîìå ñàìîãî ýòîãî ÷èñëà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâåðøåííîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü òî÷íûì êâàäðà-
òîì.

7. à) Ïóñòü ÷èñëî 2k − 1 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî k � ïðîñòîå.

á) Äîêàæèòå, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ñîâåðøåííûì ÷èñëîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä 2p−1(2p − 1), ãäå p è 2p − 1 �
ïðîñòûå ÷èñëà.

8. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ
äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ïîðîâíó ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

9. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî σ(n) > 2019n?
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