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Ñåðèÿ 29. Èíâåðñèÿ

Inversio � (ëàò.) ïåðåâîðà÷èâàíèå; ïåðåñòàíîâêà.

Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O ðàäèóñà R ïðå-
îáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó A′ òàêóþ, ÷òî−−→
OA′ = R2

−→
OA
|OA|2 .

Ñ1. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåõîäèò â ñåáÿ.
Ñ2. Ïðÿìàÿ `, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçO, ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü S, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåçO.
Ñ3. òî÷êà O′, ñèììåòðè÷íàÿ O îòíîñèòåëüíî `, ïåðåõîäèò â öåíòð îêðóæíîñòè S.
Ñ4. îáðàòíî, îêðóæíîñòü S, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ `.
Ñ5. Îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç O. Èõ öåíòðû ëåæàò íà îäíîì ëó÷å ñ íà÷àëîì â O (íî öåíòð íå ïåðåõîäèò â öåíòð!).

Ç0. Åñëè A′ è B′ � îáðàçû òî÷åê A è B, òî |A′B′| = |AB|·R2

|OA|·|OB| .

Ç1. Ïóñòü èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì O ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü S â S ′. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷-
êà O � öåíòð ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé S â S ′.

Ç2. Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òî÷êà P � âíå ýòîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABP , BCP , CAP è òî÷êà P ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ç3. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïðÿìàÿ, îòëè÷íàÿ îò AB,
ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω1 â òî÷êàõ C è D, îêðóæíîñòü ω2 â òî÷êàõ E è F , à ïðÿìóþ AB �
â òî÷êå P , ëåæàùåé íà îòðåçêå AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû
îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ACE è BDF , ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P .

Ç4. Ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü,
à) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè è êàñàþùóþñÿ äàííîé îêðóæíîñòè;
á) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è êàñàþùóþñÿ äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé;
â) êàñàþùóþñÿ òðåõ äàííûõ îêðóæíîñòåé.

Ç5. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íåå, îòëè÷íàÿ îò öåíòðà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïàðû îêðóæíîñòåé, êàñàþùèåñÿ äàííîé èçíóòðè è äðóã äðóãà â òî÷êå P . Íàéäèòå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì.

Ç6. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω. Ïåðåìåííàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ BC,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõD è E ñîîòâåòñòâåííî è ïåðåñåêàåò ω â òî÷êàõK è L
(ãäå D ëåæèò ìåæäó K è E). Îêðóæíîñòü γ1 êàñàåòñÿ îòðåçêîâ KD, BD è îêðóæíîñòè ω;
îêðóæíîñòü γ2 êàñàåòñÿ îòðåçêîâ LE, CE è îêðóæíîñòè ω. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì γ1 è γ2.


