
ÖÏÌ. Ãðóïïà 9-2 15.03.2018

Òåîðåìà Õåëëè è äðóãèå çàäà÷è

1. Íà ïðÿìîé äàíà ñèñòåìà áåëûõ, è ñèñòåìà ÷åðíûõ îòðåçêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ÷åðíûé îòðåçîê
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì áåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè îäíîé èç ñèñòåì èìåþò îáùóþ òî÷êó.

2. Íà ïëîñêîñòè äàíà ñèñòåìà áåëûõ, è ñèñòåìà ÷åðíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíû-
ìè îñÿì êîîðäèíàò. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ÷åðíûé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì áåëûì. Äîêàæèòå,
÷òî èëè ïðÿìîóãîëüíèêè îäíîé èç ñèñòåì èìåþò îáùóþ òî÷êó, èëè ïðÿìîóãîëüíèêè êàæäîé èç ñèñòåì ïî
îòäåëüíîñòè ìîæíî ïðîòêíóòü îäíîé ïðÿìîé.

3. Íà ïðÿìîé äàíà ñèñòåìà îòðåçêîâ, ïîêðàøåííûõ â òðè öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òðåõ
ðàçíîöâåòíûõ îòðåçêîâ íàéäóòñÿ äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè îäíîé èç ñèñòåì ìîæíî
ïðèêîëîòü äâóìÿ êíîïêàìè.

4. Íà ïðÿìîé äàíà ñèñòåìà îòðåçêîâ, ïîêðàøåííûõ â n öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ n ðàçíîöâåò-
íûõ îòðåçêîâ íàéäóòñÿ äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè îäíîé èç ñèñòåì ìîæíî ïðèêîëîòü
(n− 1) êíîïêàìè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáûå äâà îòðåçêà íà ïðÿìîé èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî âñå îòðåçêè èìåþò îáùóþ
òî÷êó.

6 (òåîðåìà Õåëëè). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáûå òðè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ
òî÷êó, òî âñå ìíîæåñòâà èìåþò îáùóþ òî÷êó.

7. Äàíî n òî÷åê, ïðè÷åì ëþáûå òðè èç íèõ ìîæíî ïîêðûòü êðóãîì ðàäèóñà 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå n
òî÷åê ìîæíî ïîêðûòü êðóãîì ðàäèóñà 1.

8. Êîìíàòà èìååò ôîðìó íåâûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Èçâåñòíî, ÷òî ëþñòðà îñâåùàåò ëþáûå òðè
ñòåíû êîìíàòû. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿ êîìíàòà îñâåùåíà.

9 (òåîðåìà Þíãà). Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà 1 ìîæíî ïîêðûòü êðóãîì ðàäèóñà 1√
3
.

10 (òåîðåìà Áëÿøêå). Â âûïóêëîé ôèãóðå ïîñòîÿííîé øèðèíû 1 ñîäåðæèòñÿ êðóã äèàìåòðà 1
3 .

11. Íà ïëîñêîñòè äàíû n òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà M , ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ l, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç M , äåëèò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè â êàæäîé èç êîòîðûõ íå ìåíåå n

3 òî÷åê. (Òî÷êè íà ãðàíèöå
âêëþ÷àþòñÿ â îáå ÷àñòè)

12. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî êîíå÷íîå ÷èñëî îâåö è âîëêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ æè-
âîòíûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùèé èõ ïðÿìîëèíåéíûé çàáîð. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü è çàáîð,
ðàçäåëÿþùèé âñåõ âîëêîâ îò âñåõ îâåö.
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