
Кружок в “Хамовниках”. 2017-2018 учебный год. 9 класс. Группа 9-2.
Серия 24. Разнобой.

1. В классе учится 23 человека. В течение года каждый ученик этого класса один раз
праздновал день рождения, на который пришли некоторые (хотя бы один, но не все)
его одноклассники. Могло ли оказаться, что каждые два ученика этого класса встре-
тились на таких празднованиях одинаковое число раз? (Считается, что на каждом
празднике встретились любые два гостя, а также именинник встретился со всеми
гостями.)

2. Назовём непустое (конечное или бесконечное) множество A, состоящее из натураль-
ных чисел, полным, если для любых натуральных a и b (не обязательно различных
и не обяза- тельно лежащих в A) таких, что 𝑎+ 𝑏 лежит в A, число 𝑎𝑏 также лежит
в A. Найдите все полные множества натуральных чисел.

3. Тридцать девочек - 13 в красных платьях и 17 в синих платьях - водили хоровод
вокруг новогодней ёлки. Впоследствии каждую из них спросили, была ли её соседка
справа в синем платье. Оказалось, что правильно ответили те и только те девочки,
которые стояли между девочками в платьях одного цвета. Сколько девочек могли
ответить утвердительно?

4. Петя выбрал несколько последовательных натуральных чисел и каждое записал ли-
бо красным, либо синим карандашом (оба цвета присутствуют). Может ли сумма
наименьшего общего кратного всех красных чисел и наименьшего общего кратного
всех синих чисел являться степенью двойки?

5. Учитель записал Пете в тетрадь четыре различных натуральных числа. Для каждой
пары этих чисел Петя нашёл их наибольший общий делитель. У него получились
шесть чисел: 1, 2, 3, 4, 5 и N, где N > 5. Какое наименьшее значение может иметь
число N?

6. У царя Гиерона есть 11 металлических слитков, неразличимых на вид; царь знает,
что их веса (в некотором порядке) равны 1, 2, . . . , 11. Ещё у него есть мешок, который
порвётся, если в него положить больше 11кг. Архимед узнал веса всех слитков и хочет
доказать Гиерону, что первый слиток имеет вес 1кг. За один шаг он может загрузить
несколько слитков в мешок и продемонстрировать Гиерону, что мешок не порвался
(рвать мешок нельзя!). За какое наименьшее число загрузок мешка Архимед может
добиться требуемого?

7. Изначально на стол положили 100 карточек, на каждой из которых записано по на-
туральному числу; при этом было ровно 43 карточки с нечётными числами. Затем
каждую минуту проводилась следующая процедура. Для каждых трёх карточек,
лежащих на столе, вычислялось произведение записанных на них чисел, все эти
произведения складывались, и полученное число записывалось на новую карточку,
которая добавлялась к лежащим на столе. Через год после начала процесса выяс-
нилось, что на столе есть карточка с числом, делящимся на 210000. Докажите, что
число, делящееся на 210000, было на одной из карточек уже через день после начала.

8. Какое из чисел больше: (100!)! или 99!100! · 100!99!?


