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Îïðåäåëåíèå.Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � ýòî ãðàô, êàæäîå ðåáðî êîòîðîãî èìå-
åò íàïðàâëåíèå.

1. Ïî êðóãó çàïèñàíû ñåìü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé ïàðå ñî-
ñåäíèõ ÷èñåë îäíî äåëèòñÿ íà äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ïàðà è íå ñîñåäíèõ
÷èñåë ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì.

2. Íà ñòîðîíàõ íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ñòðåëêè. Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî âåðøèí, â êîòîðûå âõîäÿò äâå ñòðåëêè, ðàâíî ÷èñëó âåðøèí, èç êîòîðûõ
âûõîäÿò äâå ñòðåëêè.

3. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû îäíîñòîðîííèìè ïðÿìûìè àâèà-
ðåéñàìè (ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè åñòü íå áîëåå îäíîãî ðåéñà). Ñêàæåì,
÷òî ãîðîä A äîñòóïåí äëÿ ãîðîäà B, åñëè èç B ìîæíî äîëåòåòü â A, âîçìîæíî, ñ
ïåðåñàäêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîðîäîâ P è Q ñóùåñòâóåò ãîðîä R,
äëÿ êîòîðîãî è P , è Q äîñòóïíû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîðîä, äëÿ êîòîðîãî
äîñòóïíû âñå ãîðîäà ñòðàíû. (Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãîðîä äîñòóïåí äëÿ ñåáÿ.)

Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî-ñâÿçíûì, åñëè îò ëþ-
áîé âåðøèíû äî ëþáîé äðóãîé ìîæíî äîáðàòüñÿ, ïðîõîäÿ ïî ðåáðàì â ïðàâèëüíîì
íàïðàâëåíèè.

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî-ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè õîòÿ
áû n ð¼áåð.
b) Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî-ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ìîæíî
âûäåëèòü ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû, â êîòîðîì íå áîëåå
2n− 2 ð¼áåð.
c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k, òàêîãî ÷òî n 6 k 6 2n − 2 ñóùåñòâóåò ñèëüíî-
ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè è k ð¼áðàìè, îáëàäàþùèé ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì: åñëè èç ãðàôà âûêèíóòü ëþáîå ðåáðî, òî îí ïåðåñòàíåò áûòü ñèëüíî
ñâÿçíûì.

5. Â ãîðîäå îäíà ñèíÿÿ ïëîùàäü è n çåë¼íûõ, ïðè÷¼ì çåë¼íûå ïëîùàäè îáðàçó-
þò ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. Êàæäàÿ çåë¼íàÿ ïëîùàäü ñîåäèíåíà óëèöåé ñ äâóìÿ
ñîñåäíèìè çåë¼íûìè ïëîùàäüìè, à ñèíÿÿ ïëîùàäü ñîåäèíåíà óëèöàìè ñî âñåìè çå-
ë¼íûìè. Íà êàæäîé èç 2n óëèö ââåëè îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå òàê, ÷òî íà êàæäóþ
ïëîùàäü ìîæíî ïðîåõàòü è ñ êàæäîé � óåõàòü. Äîêàæèòå, ÷òî ñ êàæäîé ïëîùàäè
ýòîãî ãîðîäà ìîæíî, íå íàðóøàÿ ïðàâèë, äîåõàòü äî ëþáîé èç îñòàëüíûõ.

6. Íà ð¼áðàõ ñâÿçíîãî ãðàôà ðàññòàâèëè ñòðåëêè òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû
êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â íå¼ ñòðåëîê ðàâíî ÷èñëó âûõîäÿùèõ èç íå¼ ñòðåëîê. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî-ñâÿçíûì.
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