
10 êëàññ Òåîðåìû ×åâû è Ìåíåëàÿ 2 27 íîÿáðÿ 2017

Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðÿìûõ AB, AC, BC âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1.

• Òåîðåìà ×åâû â ñèíóñàõ. Ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sin(AB,AA1)

sin(AA1, AC)
· sin(CA,CC1)

sin(CC1, CB)
· sin(BC,BB1)

sin(BB1, BA)
= 1.

• Òåîðåìà Ìåíåëàÿ â ñèíóñàõ. Òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sin(AB,AA1)

sin(AA1, AC)
· sin(CA,CC1)

sin(CC1, CB)
· sin(BC,BB1)

sin(BB1, BA)
= −1.

1. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû äîêàæèòå îñíîâíîå ñâîéñòâî ñèìåäèàíû. Ïóñòü êà-
ñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ B
è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAP = ∠MAC, ãäå M � ñåðåäèíà
ñòîðîíû BC.

2. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âíå åãî ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè
BCA1, CAB1 è ABC1. Äîêàçàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.

3. Â îêðóæíîñòü âïèñàí âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå AD, BE è CF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
AB · CD · EF = BC ·DE · FA.

4. A1, B1, C1 � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC, P è Q � òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìûõ AA1 è B1C1, CC1 è A1B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABP =
∠CBQ.

5. Äåâÿòü îêðóæíîñòåé ðàñïîëîæåíû âîêðóã ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ îäíîé è òîé æå ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïðÿìûå íà ðèñóíêå ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå. (Ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà è ñîîòâåòñòâóþùèå
öåíòðû îêðóæíîñòåé.)

6. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíèêà ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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