
10 êëàññ Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû 25 ñåíòÿáðÿ 2017

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè
îí íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåðû ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

• xk1 + xk2 + . . .+ xkn;

• (x1 − x2)
2(x1 − x3)

2 . . . (xn−1 − xn)
2;

• Ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. σk =
∑

16i1<...<ik6n
xi1 . . . xik .

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Ëþáîé ñèììåòðè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü, êàê ìíîãî÷ëåí îò

ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

1. Âûðàçèòå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû
a) a2+b2+c2+d2; b) (a+b)(b+c)(c+a); c) (ab)2+(ac)2+(bc)2; d) a3+b3+c3+d3.

2. Ïðî öåëûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî a+ b+ c = 0. Äîêàæèòå, ÷òî 2a4+2b4+2c4

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

3. Èçâåñòíî, ÷òî x1, x2, x3 � êîðíè óðàâíåíèÿ x3−2x2+x+1 = 0. Ñîñòàâüòå íîâîå
óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî áûëè áû ÷èñëà y1 = x2+x3, y2 = x1+x3, y3 = x1+x2.

4. Èçâåñòíî, ÷òî

a+ b+ c = x+ y + z, a2 + b2 + c2 = x2 + y2 + z2, a3 + b3 + c3 = x3 + y3 + z3.

Äîêàæèòå, ÷òî a2017 + b2017 + c2017 = x2017 + y2017 + z2017.

5. a) Ïóñòü x1, x2, x3 � êîðíè óðàâíåíèÿ x3+ px+ q = 0 (âîçìîæíî, êîìïëåêñíûå).
Âûðàçèòå ÷åðåç p è q âûðàæåíèå

D = (x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2.

b) Íàéäèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû p è q òîãî, ÷òî
óðàâíåíèå x3 + px+ q = 0 èìåëî òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ (âîçìîæíî, êðàòíûõ).

6. Ïóñòü äàí ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ P (x1, x2, . . . , xn). Ðàñ-
ñìîòðèì âñå åãî îäíî÷ëåíû. Íàçîâåì îäíî÷ëåí axα1

1 xα2
2 . . . xαn

n ñòàðøèì, åñëè óïî-
ðÿäî÷åííûõ íàáîð ñòåïåíåé (α1, α2, . . . , αn) ìàæîðèðóåò âñå îñòàëüíûå íàáîðû îò-
íîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.
a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíî÷ëåíà q = xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n (α1 > α2 > . . . > αn)
ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà β1, β2, . . . , βn, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí
ìíîãî÷ëåíà σβ1

1 σβ2

2 . . . σβn
n ñîâïàäàåò ñ q

b) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà β1, β2, . . . , βn èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îïðåäåëíû îäíîçíà÷-
íî.
c) Äîêàæèòå îñíîâíóþ òåîðåìó î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

7. Ìíîãî÷ëåí x2017 + y2017 âûðàçèëè ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå, êàê
P (x+ y, xy). Íàéäèòå ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P .
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