
10 êëàññ Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä â êîìáèíàòîðèêå 17 ìàÿ 2018

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå G, ñîäåðæàùåì e ð¼áåð, ìîæíî âûáðàòü äâóäîëüíûé

ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå e/2 ð¼áåð.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ð¼áðà ïîëíîãî ãðàôà íà 2n âåðøèíàõ ìîæíî ïîêðàñèòü â êðàñíûé
è ñèíèé öâåò, ÷òîáû íå íàøëîñü ïîëíîãî îäíîöâåòíîãî ïîäãðàôà íà 2n âåðøèíàõ.

3. Â äóìå 1600 äåïóòàòîâ îáðàçîâàëè 16000 ôðàêöèé ïî 80 ÷åëîâåê â êàæäîé.

Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ 4 äåïóòàòà, ñîñòîÿùèå âìåñòå õîòÿ áû â äâóõ ôðàêöèÿõ.

4. Òåîðåìà Ýðä¼øà-Êî-Ðàäî. Â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå âûáðàíû íåñêîëüêî

k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùèé ýëåìåíò. Äî-

êàæèòå, ÷òî åñëè n > 2k, òî êîëè÷åñòâî ýòèõ ïîäìíîæåñòâ íå ïðåâîñõîäèò Ck−1
n−1.

5. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âåðíî

[an] + [bn] = [cn]. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a, b � öåëîå.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P (A ∩ B) =
P (A)P (B). Ñîáûòèå A íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè ñî-

áûòèé B1, B2, . . ., Bn, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ñîáûòèé Bi1 , . . . , Bik âûïîë-

íåíî P (A ∩Bi1 ∩ . . . ∩Bik) = P (A)P (Bi1 ∩ . . . ∩Bik).

Ëîêàëüíàÿ ëåììà Ëîâàñà. Äàíû ñîáûòèÿ A1, . . . , An. Ïóñòü J(1), . . . , J(n) �
ïîäìíîæåñòâà {A1, A2, . . . , An} òàêèå, ÷òî ñîáûòèå Ai íåçàâèñèìî îòíîñèòåëüíî ñî-

âîêóïíîñòè ñîáûòèé, íå âõîäÿùèõ â J(i)∪{Ai}. Áîëåå òîãî, íàøëèñü ÷èñëà x1, . . . , xn ∈
[0, 1] òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî i

P (Ai) 6 xi

∏
k∈J(i)

(1− xk).

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå, ÷åì
∏n

k=1(1−xk), îäíîâðåìåííî íå ïðîèçîéä¼ò
íè îäíî èç ñîáûòèé Ai.

6. Âûâåäèòå èç ëîêàëüíîé ëåììû Ëîâàñà ñèììåòðè÷íóþ âåðñèþ.

Äàíû ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An òàêèå, ÷òî êàæäîå ñëó÷àåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p è

ëþáîå èç íèõ íåçàâèñèìî ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ, êðîìå íåêîòîðûõ d. Îêàçàëîñü, ÷òî
ep(d+ 1) < 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îäíîâðåìåííî íå ñëó÷èòñÿ

íè îäíîãî èç ñîáûòèé Ai.

Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå íåðàâåíñòâî
(
1 + 1

n

)n
< e <

(
1 + 1

n

)n+1
è àíàëîãè÷íîå íåðà-

âåíñòâî äëÿ 1/e.

7. Åñòü îæåðåëüå èç 11n áóñèí, áóñèíû n öâåòîâ ïî 11 øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêà-

æèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü n ðàçíîöâåòíûõ áóñèí òàê, ÷òî íèêàêèå äâå âûáðàííûå

áóñèíû íå ñòîÿò ðÿäîì.

8. Â îäíîêðóãîâîì òåííèñíîì òóðíèðå êàæäûé ó÷àñòíèê îäåðæàë íå ìåíåå 10

ïîáåä. Äîêàæèòå, ÷òî âñåõ ó÷àñòíèêîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êîìàíäû òàê, ÷òîáû

êàæäûé ó÷àñòíèê îáûãðàë íåêîòîðûõ ïðåäñòàâèòåëåé îáåèõ êîìàíä.

9. Ïóñòü W (n, k) � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå

ïåðâûõ N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â n öâåòîâ íàéä¼òñÿ îäíîöâåòíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ äëèíû k. Äîêàæèòå, ÷òî W (2, k) > 2k(k−1)
8k2 .
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