
10 êëàññ Ìíîãî÷ëåíû 7 ìàÿ 2018

1. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x, y) îò äâóõ ïåðåìåííûõ òàêèå, ÷òî

ïðè ëþáûõ x, y âåðíî P (x+ y, y − x) = P (x, y).

2. Ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû P (P (x)) è P (P (P (x)))
ñòðîãî ìîíîòîííû íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Äîêàæèòå, ÷òî P (x) òî-
æå ñòðîãî ìîíîòîíåí íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

3. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîâ, ÷òî ïðè ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ m è n ÷èñëî P (m+n) äåëèòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë:

m èëè n. Äîêàæèòå, ÷òî P (x) � òîæäåñòâåííûé íîëü.

4. Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî k. Îêàçàëîñü, ÷òî P (Q(x))− x
... k ïðè âñåõ öåëûõ x.

Äîêàæèòå, ÷òî è Q(P (x))− x
... k ïðè âñåõ öåëûõ x.

5. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî

P ( 1
n
) = 1

k
. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà c èm òàêèå, ÷òî P (x) = c·xm.

6. Íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò â

k öåëûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî k − 1 âêëþ÷èòåëüíî.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k > 5, òî ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû.

7. Ïóñòü x1 < x2 < x3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3 − 3x − 1. Äîêàæèòå,
÷òî x2

3 − x2
2 = x3 − x1.

8. Äàíû ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n è ðàçëè÷íûå öåëûå

÷èñëà x0, x1, . . . , xn. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ k òàêîå, ÷òî |P (xk)| > n!
2n
.

9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë {ai}∞i=1 òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ íà-

òóðàëüíûõ n è k ÷èñëî an − ak äåëèòñÿ íà n − k, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò

ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîé, ÷òî |ai| < P (i) äëÿ âñåõ i ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(x) òàêîé, ÷òî Q(i) = ai äëÿ âñåõ i ∈ N.
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