
10 êëàññ Îáíîâë¼ííûå Ò× ãðîáû 2017-2018

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå g < p,
ÿâëÿþùååñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî âñåì ìîäóëÿì pk îäíîâðåìåííî (äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ k).

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a + b äåëèòñÿ íà c2 + 1, à c(c2 − c + 1)
äåëèòñÿ íà ab. Äîêàæèòå, ÷òî a = c èëè b = c.

3. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, äëÿ êîòîðûõ p! + p � òî÷íûé êâàäðàò.

4. Ïðîñòîå p è öåëûå ÷èñëà x1, . . . , xp òàêîâû, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî
xn
1 + . . .+ xn

p äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî x1 − x2
... p.

5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå p, äëÿ êîòîðûõ âñå ÷èñëà âèäà 4n2 + p ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . , p− 1.

6. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî n2 + 3 äåëèòñÿ íà ϕ(n)?

7. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b, c), äëÿ êîòîðûõ âñå ÷èñëà ab − c,
bc− a, ca− b ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè.

8. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 3. Äîêàæèòå, ÷òî ðîâíî îäíî èç óðàâíåíèé
x2 − py2 = ±2 èìååò ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

9. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 4a3 + b+ c = 4abc+ 2a.

10. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a > b > 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . .
ôîðìóëîé xn = an−1

bn−1 . Íàéäèòå íàèìåíüøåå d òàêîå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íå ñîäåðæèò d ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè, íè ïðè
êàêèõ a è b.

11. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîñòîå p, íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå p = |2n − 3k| ñ öåëûìè
íåîòðèöàòåëüíûìè n è k?

12. Ñóùåñòâóþò ëè òðè âçàèìíî ïðîñòûõ â ñîâîêóïíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, êâàä-
ðàò êàæäîãî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà ñóììó äâóõ îñòàâøèõñÿ?

13. Âàíÿ çàïèñàë íà äîñêó 4 ðàçëè÷íûõ âçàèìíî ïðîñòûõ â ñîâîêóïíîñòè öåëûõ
÷èñëà, ïî ìîäóëþ áîëüøèõ ìèëëèîíà. Ñåð¼æà çàïèñàë â òåòðàäêó 6 ïîïàðíûõ ñóìì
ýòèõ ÷èñåë, ðàçáèë ýòè 6 ñóìì íà 3 ïàðû è ïåðåìíîæèë ÷èñëà â êàæäîé ïàðå. Ìîãëè
ëè âñå 3 ïðîèçâåäåíèÿ îêàçàòüñÿ ðàâíûìè?

14. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî â ëþáîé âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè èç N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàéä¼òñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ïðîñòîå,
áîëüøåå 10000?

15. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 102018, íå äåëÿùååñÿ íà 10, ÷òî
â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìîæíî ïåðåñòàâèòü äâå ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öèôðû òàê,
÷òîáû ìíîæåñòâî åãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå èçìåíèëîñü?

16. Ñóùåñòâóþò ëè íàòóðàëüíûå a è b, áîëüøèå 102018, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî a8+b4+1
äåëèòñÿ íà ab?

17. Ñóùåñòâóåò ëè ñîñòàâíîå n > 102018, äëÿ êîòîðîãî 3n−1 − 2n−1 ... n?
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