
10 êëàññ Ïîëóâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü 22 ìàðòà 2018

Ââåä¼ì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé äëÿ ýëåìåíòîâ òðåóãîëüíèêà ABC.

• ω � âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, I � å¼ öåíòð, r � å¼ ðàäèóñ, A1, B1, C1 � òî÷êè
å¼ êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè;

• ωA, ωB , ωC � âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, A2, B2, C2 � òî÷êè èõ êàñàíèÿ ñî
ñòîðîíàìè;

• Ω � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, O � å¼ öåíòð;

• A′ è A′′ � ñåðåäèíû äóã BC, ñîîòâåòñòâåííî íå ñîäåðæàùåé è ñîäåðæàùåé
òî÷êó A; B′ è B′′, C ′ è C ′′ � àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëóâïèñàííîé áóäåì íàçûâàòü îêðóæíîñòü SA, êàñàþùóþñÿ
ñòîðîí AB,AC è îêðóæíîñòè Ω (âíóòðåííèì îáðàçîì) â òî÷êàõ K,L, TA ñîîòâåò-
ñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îêðóæíîñòè SB , SC è ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè
êàñàíèÿ TB è TC .

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè TA,K,C ′ (à òàêæå TA, L,B
′) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

á) Ëåììà Âåððüåðà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, I, L ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
ïðè÷¼ì I � ñåðåäèíà KL.

â)Äîêàæèòå, ÷òîKL êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêàBIC.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ SA ðàâåí r
cos2 ∠A

2

.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî TAA � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà B′TAC
′.

á) Äîêàæèòå, ÷òî TAA
′′ � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà B′C ′TA.

â) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè TA, I, A
′′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî CC ′ êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà TABKI.

5. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ATA, BTB , CTC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, ÿâëÿþùåéñÿ
öåíòðîì ãîìîòåòèè ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì îêðóæíîñòåé ω è Ω.

á) Äîêàæèòå, ÷òî AA′ � áèññåêòðèñà óãëà TAAA2.
â) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà, èçîãîíàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå Íàãåëÿ, ñîâïàäàåò ñ

òî÷êîé X.

6. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó A, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC è îêðóæíîñòü Ω
â òî÷êàõ E è F . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè TA, A1, E, F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7.Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿAB êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêàBA1TA.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KL, TAA
′ è BC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïàðàë-

ëåëüíû.
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