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Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ. Â ïðîèçâîëüíîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììà
ïðîèçâåäåíèé äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí íå ìåíüøå ïðîèçâåäå-
íèÿ äëèí äèàãîíàëåé, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàííû.

1. Ðàâíîáåäðåííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (CA = CB)
âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, íà ìàëîé äóãå AB ëåæèò òî÷êà
M . Äîêàæèòå, ÷òî MA+MB

MC
= AB

AC
.

2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïòîëåìåÿ, äîêàæèòå òåîðåìó Ïèôàãîðà.

3. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O. Èç-
âåñòíî, ÷òî ∠ABC = ∠ADC = 90◦.
a) Äîêàæèòå, ÷òî BD = AC sin∠BAD.
b) Ïóñòü α, β � îñòðûå óãëû. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïòîëåìåÿ, äîêàæè-
òå, ÷òî sin(α + β) = sinα cos β + sin β cosα.

4. Ïóñòü A1A2 . . . A2n+1 � ïðàâèëüíûé (2n + 1)-óãîëüíèê, òî÷êà M
ëåæèò íà ìàëîé äóãå A2n+1A1 îïèñàííîé îêîëî ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî

MA1 +MA3 + . . .+MA2n+1 =MA2 +MA4 + . . .+MA2n.

5. Ïóñòü ABCD � òåòðàýäð. Äîêàæèòå, ÷òî AB · CD + AD · BC >
AC ·BD.

6. Ïóñòü ABCDEF � âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, AB = BC = CD,
DE = EF = FA, ∠BCD = ∠EFA = 60◦. ÏóñòüG èH � òî÷êè âíóòðè
øåñòèóãîëüíèêà òàêèå, ÷òî ∠AGB = ∠DHE = 120◦. Äîêàæèòå, ÷òî
AG+GB +GH +DH +HE > CF .

7. Ïóñòü òî÷êà P ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, ïóñòü da, db,
dc � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P ñîîòâåòñòâåííî äî ñòîðîí BC, AC, AB.
Äîêàæèòå, ÷òî PA+ PB + PC > 2(da + db + dc).

8. Ïóñòü òî÷êà P ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî
õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ∠PAB, ∠PBC, ∠PCA íå áîëüøå 30◦.
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