
9 êëàññ Ñòåïåíü òî÷êè 7 íîÿáðÿ 2016

Îïðåäåëåíèå. Íà ïëîñêîñòè äàíû îêðóæíîñòü ω è òî÷êà P . Ïðÿìàÿ, ïðîâå-
äåííàÿ ÷åðåç òî÷êó P , ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Ñòåïåíüþ òî÷êè

P íàçîâåì ïðîèçâåäåíèå PA · PB, âçÿòîå ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè òî÷êà P ëåæèò âíå
îêðóæíîñòè, è ñî çíàêîì ìèíóñ � åñëè âíóòðè.

0. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå PA · PB íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóþùåé.
b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òî÷êè P , ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè, åå ñòåïåíü òî÷êè

ðàâíà êâàäðàòó êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç ýòîé òî÷êè.
c) Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî öåíòðà îêðóæíîñòè ðàâíî d, ðàäèóñ îêðóæ-

íîñòè ðàâåí R. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü òî÷êè P ðàâíà d2 −R2.
d) Íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå P âûáðàíû òî÷êè A, B, C, D (A è B

� íà îäíîé ñòîðîíå óãëà, C è D � íà äðóãîé). Îêàçàëîñü, ÷òî PA ·PB = PC ·PD.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

1. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Íà ïðÿìîé AB âûáðàíà
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P . Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè P ê ω1

è ω2 ðàâíû.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû îêðóæíîñòè ωb è ωc, êîòîðûå êàñàþòñÿ ïðÿìîé
BC â òî÷êàõ B è C ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A. Äîêàæèòå,
÷òî èõ âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé èç óãëà A.

3. Â óãîë âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè. Ïåðâàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ A è B,
âòîðàÿ � â òî÷êàõ C è D. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè âûñåêàþò íà ïðÿìîé AD äâå
ðàâíûå õîðäû.

4. Îêðóæíîñòü äåëèò êàæäóþ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íà 3 ðàâíûå ÷àñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî îí ïðàâèëüíûé.

5. Íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âûñîòû BB1 è CC1 îòìåòèëè òî÷êè, èç êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû (òî åñòü AC è AB ñîîòâåòñòâåííî) âèäíû ïîä ïðÿìûìè
óãëàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå îòìå÷åííûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

6. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êàM íà ïðÿìîé
BC òàêîâà, ÷òî MI ⊥ AI. Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç I íà AM .
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå H. Òî÷êà O � öåíòð ïîèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî O, H, A1 è
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ A îòíîñèòåëüíî B1C1, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

9 êëàññ Ñòåïåíü òî÷êè 7 íîÿáðÿ 2016

Îïðåäåëåíèå. Íà ïëîñêîñòè äàíû îêðóæíîñòü ω è òî÷êà P . Ïðÿìàÿ, ïðîâå-
äåííàÿ ÷åðåç òî÷êó P , ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Ñòåïåíüþ òî÷êè

P íàçîâåì ïðîèçâåäåíèå PA · PB, âçÿòîå ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè òî÷êà P ëåæèò âíå
îêðóæíîñòè, è ñî çíàêîì ìèíóñ � åñëè âíóòðè.

0. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå PA · PB íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóþùåé.
b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òî÷êè P , ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè, åå ñòåïåíü òî÷êè

ðàâíà êâàäðàòó êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç ýòîé òî÷êè.
c) Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî öåíòðà îêðóæíîñòè ðàâíî d, ðàäèóñ îêðóæ-

íîñòè ðàâåí R. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü òî÷êè P ðàâíà d2 −R2.
d) Íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå P âûáðàíû òî÷êè A, B, C, D (A è B

� íà îäíîé ñòîðîíå óãëà, C è D � íà äðóãîé). Îêàçàëîñü, ÷òî PA ·PB = PC ·PD.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

1. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Íà ïðÿìîé AB âûáðàíà
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P . Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè P ê ω1

è ω2 ðàâíû.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû îêðóæíîñòè ωb è ωc, êîòîðûå êàñàþòñÿ ïðÿìîé
BC â òî÷êàõ B è C ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A. Äîêàæèòå,
÷òî èõ âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé èç óãëà A.

3. Â óãîë âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè. Ïåðâàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ A è B,
âòîðàÿ � â òî÷êàõ C è D. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè âûñåêàþò íà ïðÿìîé AD äâå
ðàâíûå õîðäû.

4. Îêðóæíîñòü äåëèò êàæäóþ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íà 3 ðàâíûå ÷àñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî îí ïðàâèëüíûé.

5. Íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âûñîòû BB1 è CC1 îòìåòèëè òî÷êè, èç êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû (òî åñòü AC è AB ñîîòâåòñòâåííî) âèäíû ïîä ïðÿìûìè
óãëàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå îòìå÷åííûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

6. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êàM íà ïðÿìîé
BC òàêîâà, ÷òî MI ⊥ AI. Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç I íà AM .
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå H. Òî÷êà O � öåíòð ïîèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî O, H, A1 è
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ A îòíîñèòåëüíî B1C1, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.


